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1 线性方程组与高斯消元法

1 线性方程组与高斯消元法

1.1 基础概念

1. 线性方程组 

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1.

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2.

· · · · · ·

am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = bm.

(1.1)

线性方程组是教材中学习的开始，我们将从它引入线性代数中最基础的那些概念

图 1: 引自《高等代数简明教程》前言部分

2. 求解的流程：

• 确定线性方程组是否有解：将增广矩阵化为阶梯型矩阵，如果矩阵出现了形如
[0 0 · · · 0 c] 的行（c 6= 0），则无解，否则有解

• 给出线性方程组的解：进一步将增广矩阵化为行简化阶梯型矩阵，分情况讨论

3. 求解的工具：高斯消元法（主要是初等行变换）

• 初等行变换:

(1) 把一行的倍数加到另一行上

(2) 互换两行的位置

(3) 用一个非零数乘某一行

• 初等行变换不改变线性方程组的解集，同时能够方便我们对于解的讨论

4. 线性方程组与矩阵的关系：矩阵是对线性方程组的形式化表示
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1 线性方程组与高斯消元法

• 矩阵元素的范围：数域（现阶段只需要知道是复数的一个子集，对加减乘除封闭，
含有 0，1 两个特殊元素）

• 对矩阵的操作：初等行变换

• 矩阵的简化也模糊了行和列的区别

5. 齐次线性方程组： 

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = 0,

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = 0,

.......................................

am1x1 + am2x2 + ...+ amnxn = 0.

(1.2)

一定有解的一类线性方程组：0 解称为平凡解，非 0 解称为非平凡解。当且仅当仅当

阶梯型矩阵的非零行少于未知数时，齐次线性方程组有非平凡解

6. 希望能达到的联想效果：

• 线性方程组 ⇔ 矩阵、向量组 ⇔ 几何多面体

• 线性方程组有解 ⇔ 向量组间可以线性表示 ⇔ 多面体维度低于空间维度

1.2 习题练习

题 1.1. 设
x1 − x2 = a1, x2 − x3 = a2,

x3 − x4 = a3, x4 − x5 = a4,

x5 − x1 = a5.

证明：这方程组有解的充分必要条件是
∑

i ai = 0. 在有解的情况下求其一般解。

题 1.2. 求 λ 的值, 使齐次线性方程组
(λ+ 3)x1 + x2 + 2x3 = 0,

λx1 + (λ− 1)x2 + x3 = 0

3(λ+ 1)x1 + λx2 + (λ+ 3)x3 = 0

有非零解, 并求出其一般解.

题 1.3.

F =

{
a0 + a1e+ · · ·+ anen
b0 + b1e+ · · ·+ bmem

∣∣∣∣n,m为任意非负整数, ai, bj ∈ Z,
0 ⩽ i ⩽ n, 0 ⩽ j ⩽ m.

}
证明 F 是一个数域，其中 e 是自然对数的底。

题 1.4⋆. 设 M 为行列式不为零的 5 -阶矩阵. 证明：存在一个行列式不为零的 5-阶上三角
矩阵 B 使得矩阵 BM 有如下性质：对于 ∀1 ≤ i ≤ 5, 都存在且只存在 BM 的一行，使得

该行的前 i− 1 个位置为零，第 i 个位置不为零.
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1 线性方程组与高斯消元法

题 1.5⋆. 给定实数域上齐次线性方程组

λx1 + a12x2 + · · ·+ a1n−1xn−1 + a1nxn = 0,

a21x1 + λx2 + · · ·+ a2n−1xn−1 + a2nxn = 0,

................................................

an1x1 + an2x2 + · · ·+ ann−1xn−1 + λxn = 0,

其中 aij = −aji( 当 i 6= j 时). 若已知上面齐次线性方程组在复数域内有非零解，证明
λ = 0.

题 1.6⋆. 给定数域 K 内 n 个数 a1, a2, . . . , an。设 xij (i = 1, 2, . . . , n; j = 1, 2, . . . , n) 是

n2 个未知量。求下列线性方程组的全部解：

aialxjk − ajakxil = 0

其中 i, j, k, l 分别取 1, 2, . . . , n。

1.3 习题答案

题 1.1. 解：写出方程组的增广矩阵：

1 −1 0 0 0 a1

0 1 −1 0 0 a2

0 0 1 −1 0 a3

0 0 0 1 −1 a4

−1 0 0 0 1 a5


对增广矩阵进行初等行变换：

1 −1 0 0 0 a1

0 1 −1 0 0 a2

0 0 1 −1 0 a3

0 0 0 1 −1 a4

0 0 0 0 0
∑

ai


当
∑

ai = 0 时，方程组有解. 接着行变换，得到：

1 0 0 0 −1 a1 + a2 + a3 + a4

0 1 0 0 −1 a2 + a3 + a4

0 0 1 0 −1 a3 + a4

0 0 0 1 −1 a4

0 0 0 0 0
∑

ai


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1 线性方程组与高斯消元法

从而得到方程组的解为： 

x1 = a1 + a2 + a3 + a4 + x5

x2 = a2 + a3 + a4 + x5

x3 = a3 + a4 + x5

x4 = a4 + x5

□

题 1.2. 解：对于齐次线性方程组有非零解，其系数行列式需为零：

∣∣∣∣∣∣∣∣
λ+ 3 1 2

λ λ− 1 1

3(λ+ 1) λ λ+ 3

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0

展开行列式并化简：

(λ+ 3)[(λ− 1)(λ+ 3)− λ]− 1[λ(λ+ 3)− 3(λ+ 1)] + 2[λ2 − 3(λ2 − 1)]

= (λ+ 3)(λ2 + λ− 3)− (λ2 − 3) + 2(−2λ2 + 3)

= λ3 + 4λ2 − 9− λ2 + 3− 4λ2 + 6

= λ3 − λ2 = 0 =⇒ λ(λ− 1) = 0

解得 λ = 0 或 λ = 1。

1. 当 λ = 0 时，方程组为： 
3x1 + x2 + 2x3 = 0

−x2 + x3 = 0

3x1 + 3x3 = 0

由 x3 = x2，代入得 x1 = −x2。令 x2 = t，通解为：

x = t


−1
1

1

 , t ∈ R

2. 当 λ = 1 时，方程组为： 
4x1 + x2 + 2x3 = 0

x1 + x3 = 0

6x1 + x2 + 4x3 = 0

由 x1 = −x3，代入得 x2 = 2x3。令 x3 = t，通解为：

x = t


−1
2

1

 , t ∈ R
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1 线性方程组与高斯消元法

综上，λ = 0 或 λ = 1 时方程组有非零解，一般解分别为 t(−1, 1, 1)T 和 t(−1, 2, 1)T（t 为

任意实数）。 □

题 1.3. 证明：任取 x, y ∈ F，设

x =
a0 + a1e+ · · ·+ an1en1

b0 + b1e+ · · ·+ bm1em1
, y =

c0 + c1e+ · · ·+ cn2en2

d0 + d1e+ · · ·+ dm2em2

x+ y =
a0 + a1e+ · · ·+ an1en1

b0 + b1e+ · · ·+ bm1em1
+

c0 + c1e+ · · ·+ cn2en2

d0 + d1e+ · · ·+ dm2em2

=
(a0 + · · ·+ an1en1)(d0 + · · ·+ dm2em2) + (c0 + · · ·+ cn2en2)(b0 + · · ·+ bm1em1)

(b0 + · · ·+ bm1em1)(d0 + · · ·+ dm2em2)

=
(a0d0 + · · ·+ an1dm2en1+m2) + (c0b0 + · · ·+ cn2bm1en2+m1)

b0d0 + · · ·+ bm1dm2em1+m2

=
(a0d0 + c0b0) + (a1d0 + c1b0)e+ · · ·+ (an1dm2 + cn2bm1)en1+m2

(b0d0 + · · ·+ bm1dm2em1+m2)

x− y =
(a0 + · · ·+ an1en1)(d0 + · · ·+ dm2em2)− (c0 + · · ·+ cn2en2)(b0 + · · ·+ bm1em1)

(b0 + · · ·+ bm1em1)(d0 + · · ·+ dm2em2)

=
(a0d0 − c0b0) + (a1d0 − c1b0)e+ · · ·+ (an1dm2 − cn2bm1)en1+m2

b0d0 + · · ·+ bm1dm2em1+m2

x · y =
(a0 + · · ·+ an1en1)(c0 + · · ·+ cn2en2)

(b0 + · · ·+ bm1em1)(d0 + · · ·+ dm2em2)

=
a0c0 + · · ·+ an1cn2en1+n2

b0d0 + · · ·+ bm1dm2em1+m2

x/y =
(a0 + · · ·+ an1en1)(d0 + · · ·+ dm2em2)

(b0 + · · ·+ bm1em1)(c0 + · · ·+ cn2en2)

=
a0d0 + · · ·+ an1dm2en1+m2

b0c0 + · · ·+ bm1cn2em1+n2

零元和逆元存在性显然. 所以 F 是一个数域. □

题 1.4⋆. 我们知道，矩阵可以通过初等变换随意交换行之间的顺序，所以我们只需要考虑
最简单的情形：即证明 ∀i，BM 的第 i 行满足前 i− 1 个位置为 0，第 i 个位置为 0。把

它写出来就大概是这样的形式： 

∗ ∗ ∗ ∗ ∗
0 ∗ ∗ ∗ ∗
0 0 ∗ ∗ ∗
0 0 0 ∗ ∗
0 0 0 0 ∗


这样，我们就只需要证明经过一系列初等行变换可以得到阶梯型矩阵。 □

题 1.5⋆. 证明：不妨先考虑在实数域上的情况，即方程组在实数域上有非零解. 设方程组
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1 线性方程组与高斯消元法

的解为 x1, x2, . . . , xn，则有

λx1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = 0,

a21x1 + λx2 + · · ·+ a2nxn = 0,

· · ·

an1x1 + an2x2 + · · ·+ λxn = 0.

此时，将方程组左式第 i 行乘以 xi，然后相加，结合 aij = −aji，得到

λ
n∑

i=1

x2i = 0.

由于方程组在实数域上有非零解，所以 λ = 0. 接下来考虑方程组在复数域上的情况，即
方程组在复数域上有非零解. 设方程组的解为 x1, x2, . . . , xn，则有假设 xj = yj + i zj，其
中 yj , zj ∈ R，则得到两个方程组：

λy1 + a12y2 + · · ·+ a1nyn = 0,

a21y1 + λy2 + · · ·+ a2nyn = 0,

...

an1y1 + an2y2 + · · ·+ λyn = 0,

,



λz1 + a12z2 + · · ·+ a1nzn = 0,

a21z1 + λz2 + · · ·+ a2nzn = 0,

...

an1z1 + an2z2 + · · ·+ λzn = 0.

对两个方程组分别进行类似于实数域上的操作，得到

λ
n∑

i=1

a2i = 0,

λ
n∑

i=1

b2i = 0.

由于方程组在复数域上有非零解，所以 λ = 0. □

题 1.6⋆. 解：首先显然 xij = caiaj 是这个方程的一组解；下面只需要证明唯一性即可。

假设除此之外还有别的解，即存在系数 c 和 j, k, i, l 使得 xil = caial 但 xjk 6= cajak

若 ai 6= 0, ∀i，任取 xil，设 xil = caial，则有

aialxjk − ajakxil = aialxjk − ajakcaial

= aial(xjk − cajak)

= 0.

于是，xjk = cajak，即 xij = caiaj 是方程组的唯一解.

若 ∃i, ai = 0，不妨设 a1, a2, . . . , ak = 0, ak+1, ak+2, . . . , an 6= 0，则有则 aialxil ≡ 0，

即只要 i ≤ k 或 l ≤ k，则 xil 可以取任意值，另一方面，若 i > k 且 l > k，则 xil = 0.□
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2 行列式计算与证明

2 行列式计算与证明

2.1 基础概念

1. 行列式的含义与内容：

• 按照定义：行列式是 n! 项的代数和，其中每一项都是位于不同行、不同列的 n 个

元素的乘积，把这 n 个元素按照行指标成自然序排好位置，当列指标所成排列是

偶排列时，该项带正号；奇排列时，该项带负号. 即∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
def
=

∑
j1j2···jn

(−1)r(j1j2···jn)a1j1a2j2 · · · anjn

其中 j1j2 · · · jn 是一个 n 元排列，
∑

h1,h2
表示对所有 n 元排列求和.(5) 式称为 n

阶行列式的完全展开式。

• 实质是从矩阵到实数的一种映射 det，可以看成是将矩阵映射为其对应的高维有
向平行多面体的体积。

2. 行列式的展开：

• 按一行（列）展开：即把行列式按某一行（列）展开成元素与其对应代数余子式
乘积的和，即 |A| =

∑n
i=1 aijAij，其中 Aij 是 aij 的代数余子式。

(1) 一行的元素与其对应的代数余子式的乘积之和为行列式的值，即 |A| =
∑n

i=1 aijAij。

(2) 一行的元素与另一行元素的代数余子式的乘积之和为 0，即
∑n

i=1 aijAik =

0, ∀k 6= j。

• 按 k 行（列）展开（Laplace 展开）：即把行列式按 k 行（列）展开成行列式的和。

3. 行列式的性质：

• 行列互换，值不变：|A| = |AT |

• 可以对行提取公因子：∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
...

kai1 kai2 · · · kain
...

...
...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= k

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
...

ai1 ai2 · · · ain
...

...
...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

10



2 行列式计算与证明

• 可以根据一行拆成两个行列式的和：∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 + b11 a12 + b12 · · · a1n + b1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

b11 b12 · · · b1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
• 两行互换行列式变号

• 两行成比例（相等）行列式为零

• 把一行的倍数加到另一行上，行列式值不变

4. 计算方法：

• 初等变换法：结合行列式的最后一条性质，利用初等变换，或者把行列式的某行
（列）元素变成尽可能多的零然后再展开，或者化为阶梯型直接计算。

• 升阶法：将 n 阶行列式增加一行一列变成 n+ 1 阶行列式，使之拥有更加统一的

形式更易于计算。

• 递推法：将 n 阶行列式 Dn 用与其形状相似的较低阶行列式 Dn−k 来表示，将原

问题转化为数列通项公式的求解。通常还要利用数学归纳法。

• 拆项法：结合行列式的第三条性质，将一个 n 阶行列式拆成 2n 个 n 阶行列式的

和，其中大部分为零。

• 利用 Vandermonde 行列式:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 · · · 1

x1 x2 · · · xn

x21 x22 · · · x2n
...

... . . . ...
xn−1
1 xn−1

2 · · · xn−1
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∏
1≤i<j≤n

(xj − xi)

5. 常见类型：

• 对角矩阵： ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 0 · · · 0

0 a22 · · · 0
...

...
...

0 0 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= a11a22 · · · ann

• 上（下）三角矩阵： ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n

0 a22 · · · a2n
...

...
...

0 0 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= a11a22 · · · ann

11



2 行列式计算与证明

• 箭头（爪）型矩阵： ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13 · · · a1n

a21 a22 0 · · · 0

a31 0 a33 · · · 0
...

...
...

...
an1 0 0 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2.2 习题练习

题 2.1. 证明下面的行列式不为零:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 · · · 2010 2011

22 32 42 · · · 20112 20122

33 43 53 · · · 20123 20123

...
...

...
...

...
20102010 20112010 20122010 · · · 20122010 20122010

20112011 20122011 20122011 · · · 20122011 20122011

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
题 2.2. 设

An =


1 + a1 1 · · · 1

1 1 + a2 · · · 1
...

...
...

1 1 · · · 1 + an


是 n 阶方阵且 ai 6= 0, i = 1, 2, · · · , n. 求 An 的行列式 |An|.

题 2.3. 计算 n 阶行列式

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a+ b ab

1 a+ b ab

1 a+ b
. . .

. . . . . . ab

1 a+ b

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

题 2.4. 设 a, b, p1, p2, · · · , pn ∈ R, a 6= b. 求行列式的值：

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

p1 a a · · · a

b p2 a · · · a

b b p3 · · · a
...

...
...

...
b b b · · · pn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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2 行列式计算与证明

题 2.5. 计算由余弦函数构成的 n 阶行列式：

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 cosφ1 cos 2φ1 · · · cos(n− 1)φ1

1 cosφ2 cos 2φ2 · · · cos(n− 1)φ2

1
...

... . . . ...
1 cosφn cos 2φn · · · cos(n− 1)φn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
题 2.6. 已知： ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x y z x+ y + z

3 0 2 0

1 1 1 1

2 2 2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

1

2

求： ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x− y y z − x x+ y + z

3 0 −1 0

y − x 2− y x− z 2− x− y − z

3 2 −1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
题 2.7⋆. 设 n 为大于 1 的正整数，试计算 n 阶行列式

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1

a1 + b1

1

a1 + b2
· · · 1

a1 + bn
1

a2 + b1

1

a2 + b2
· · · 1

a2 + bn...
...

...

1

an + b1

1

an + b2
· · · 1

an + bn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

其中 aj , bj 属于任意的数域。

题 2.8⋆. 设

A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
...

an1 an2 · · · ann


为实数域上的矩阵，证明：

(1) 如果 |aii| >
∑

j ̸=i |aij | , i = 1, 2, · · · , n, 那么 detA 6= 0;

(2) 如果 aii >
∑

j ̸=i |aij |, i = 1, 2, · · · , n, 那么 detA > 0.

13



2 行列式计算与证明

题 2.9⋆. 设 n ≥ 3，f1(x), f2(x), . . . , fn(x) 是关于 x 的次数不超过 n − 2 的多项式，

a1, a2, . . . , an 为任意数。证明：

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

f1(a1) f2(a1) · · · fn(a1)

f1(a2) f2(a2) · · · fn(a2)
...

... . . . ...
f1(an) f2(an) · · · fn(an)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0

并举例说明条件“次数不超过 n− 2”是不可缺少的。

2.3 习题答案

题 2.1. 解：利用性质 |A| mod m = |A mod m|，将原矩阵的行列式对 2 取模，得到∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∗ ∗ ∗ · · · 1 1

∗ ∗ ∗ · · · 1 0

∗ ∗ ∗ · · · 0 0
...

...
...

...
...

∗ 1 0 · · · 0 0

1 0 0 · · · 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
该行列式只有副对角线上全为非零元素，显然其行列式不为零，于是原行列式不为零。□

题 2.2. 有多种典型的方法，这里只写一种：

解：对 An 的第 i 行减去第 1 行，得到：

|An| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 + a1 1 · · · 1

−a1 a2 · · · 0
...

... . . . ...
−a1 0 · · · an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 + a1 +
∑n

i=2
a1
ai

0 · · · 0

−a1 a2 · · · 0
...

... . . . ...
−a1 0 · · · an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (a1 +

n∑
i=1

a1
ai

)×
n∏

i=2

ai

□

题 2.3. 解：对 Dn 的最后一行展开，得到：

Dn = (a+ b)Dn−1 − abDn−2

14



2 行列式计算与证明

由此可以得到 Dn − aDn−1 = bn, 从而解出

Dn =
an+1 − bn+1

a− b

□

题 2.4. 把 D 记为 Dn，按第 n 列拆项，得

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

p1 a a · · · a

b p2 a · · · a
...

...
... . . . ...

b b b · · · a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+ (pn − a)Dn−1

= a(p1 − b)(p2 − b) · · · (pn−1 − b) + (pn − a)Dn−1

再把 Dn 按第 n 行拆项（或根据对称性），可得

Dn = b(p1 − a)(p2 − a) · · · (pn−1 − a) + (pn − b)Dn−1

联立上述二式，消去 Dn−1，即得

Dn =
af(b)− bf(a)

a− b

这里

f(t) = (p1 − t)(p2 − t) · · · (pn − t)

□

题 2.5. 解：先计算 D4 再推广到 Dn。利用三角函数的倍角公式，得

D4 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 cosφ1 2 cos2 φ1 − 1 4 cos3 φ1 − 3 cosφ1

1 cosφ2 2 cos2 φ2 − 1 4 cos3 φ2 − 3 cosφ2

1 cosφ3 2 cos2 φ3 − 1 4 cos3 φ3 − 3 cosφ3

1 cosφ4 2 cos2 φ4 − 1 4 cos3 φ4 − 3 cosφ4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
显然，上述行列式可化为 Vandermonde 行列式。所以

D4 = 8

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 cosφ1 cos2 φ1 cos3 φ1

1 cosφ2 cos2 φ2 cos3 φ2

1 cosφ3 cos2 φ3 cos3 φ3

1 cosφ4 cos2 φ4 cos3 φ4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 8

∏
1≤j<i≤4

(cosφi − cosφj)

推广到 n 阶情形。根据上述计算易知，对于 k ≥ 3，有

cos kθ = 2k−1 cosk θ + Pk−2(cos θ) �

15



2 行列式计算与证明

其中 Pk−2(cos θ) 是关于 cos θ 的 k − 2 次多项式（可用数学归纳法证明）。因此，有

Dn = 2
(n−1)(n−2)

2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 cosφ1 cos2 φ1 · · · cosn−1 φ1

1 cosφ2 cos2 φ2 · · · cosn−1 φ2

...
...

...
...

1 cosφn cos2 φn · · · cosn−1 φn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 2

(n−1)(n−2)
2

∏
1≤j<i≤n

(cosφi − cosφj)

□

题 2.6. 解：对原行列式依次进行如下变换：第三列减去第一列，第一列减去第二列，第
四行加上第二行，第三行乘 2，第三行减去第一行，可以得到结果为 1. □

题 2.7⋆. 解：将第 1 行至 n− 1 行都减去第 n 行，并提出各行的公因子，再提出各列的公

因子，得

Dn =

∏n−1
i=1 (an − ai)∏n
j=1(an + bj)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1
a1+b1

1
a1+b2

· · · 1
a1+bn...

...
...

1
an−1+b1

1
an−1+b2

· · · 1
an−1+bn

1 1 · · · 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
将第 1 列至 n− 1 列都减去第 n 列，并提出各行的公因子，再提出各列的公因子，得

Dn =

∏n−1
i=1 (an − ai)

∏n−1
j=1 (bn − bj)∏n

j=1(an + bj)
∏n−1

i=1 (ai + bn)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1
a1+b1

· · · 1
a1+bn−1

1
...

...
...

1
an−1+b1

· · · 1
an−1+bn−1

1

0 · · · 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
将最后一个行列式按第 n 行展开，得

Dn =

∏n−1
i=1 (an − ai)

∏n−1
j=1 (bn − bj)∏n

j=1(an + bj)
∏n−1

i=1 (ai + bn)
Dn−1

通过计算 D2 并利用上述递推式，最终得到：

Dn =

∏
1≤j<i≤n(ai − aj)(bi − bj)∏n

i=1

∏n
j=1(ai + bj)

□

题 2.8⋆. (1) 用反证法. 假设 detA = 0，则齐次线性方程组

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = 0,

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = 0,

· · · · · · · · ·

an1x1 + an2x2 + · · ·+ annxn = 0
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2 行列式计算与证明

必有非零解 (c1, c2, · · · , cn). 设 |ck| = max{|c1|, |c2|, · · · , |cn|}，则 |ck| 6= 0. 将 (c1, c2, · · · , cn)
代入原方程组，其中第 k 个等式为

ak1c1 + ak2c2 + · · ·+ akkck + · · ·+ akncn = 0,

即

akkck = −ak1c1 − · · · − ak,k−1ck−1 − ak,k+1ck+1 − · · · − akncn,

所以

|akk| ⩽
∑
j ̸=k

|akj |
∣∣∣∣ cjck
∣∣∣∣ ⩽∑

j ̸=k

|akj |.

此与题设不等式矛盾. 因此 detA 6= 0.

(2) 将矩阵 A 的元素（对角线除外）都乘 t，构造如下行列式：

f(t) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 ta12 · · · ta1,n−1 ta1n

ta21 a22 · · · ta2,n−1 ta2n
...

...
...

...
tan−1,1 tan−1,2 · · · an−1,n−1 tan−1,n

tan1 tan2 · · · tan,n−1 ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

对任意 t ∈ [0, 1]，显然有

aii >
∑
j ̸=i

|aij | ⩾
∑
j ̸=i

|taij |, i = 1, 2, · · · , n,

所以，f(t) 6= 0（参见第 (1) 题的结论）.

此外，f(t) 展开后是 t 的一个连续实函数，且 f(0) = a11a22 · · · ann > 0 及 f(1) =

detA. 若 f(1) = detA < 0，则由连续函数的介值定理知，必存在 t0 ∈ (0, 1)，使得

f(t0) = 0，此与上面结论矛盾. 因此，f(1) = detA > 0. □

题 2.9⋆. （1）分两种情形证明。当 a1, a2, · · · , an 中至少有两个数相同时，则行列式有两
行相同，因而等于 0；当 a1, a2, · · · , an 互不相同，令

F (x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

f1(x) f2(x) · · · fn(x)

f1(a2) f2(a2) · · · fn(a2)
...

...
...

f1(an) f2(an) · · · fn(an)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
由于 f1(x), f2(x), · · · , fn(x) 的次数 ≤ n− 2，因此多项式 F (x) 的次数 ≤ n− 2。但 F (x)

显然有 n− 1 个互不相同的根：a2, a3, · · · , an，所以 F (x) ≡ 0，从而 F (a1) = 0。

（2）若 f1(x), f2(x), · · · , fn(x) 不满足条件“次数 ≤ n− 2”，则所述行列式不一定为 0。

例如：设 f1(x) = 1, f2(x) = x, · · · , fn(x) = xn−1，则对于互不相等的 a1, a2, · · · , an，有∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 a1 a21 · · · an−1
1

1 a2 a22 · · · an−1
2

...
...

...
...

1 an a2n · · · an−1
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∏
1≤j<i≤n

(ai − aj) 6= 0
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2 行列式计算与证明

注：由此我们可以很轻松地解决此类行列式的求解

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

150 250 350 · · · 10050

250 350 450 · · · 10150

350 450 550 · · · 10250

...
...

...
...

10050 10150 10250 · · · 19950

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
□
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3 线性相关理论

3 线性相关理论

3.1 基础概念

1. 向量空间：满足加法和数量乘法运算的 n 元有序数组的集合

2. 线性相关的各级概念

概念 讨论的对象 具体关系 & 核心含义 常用证明方法

线性表出 向量与向量组

(β 与 {αi})
属于关系

β 是 {αi} 的线性组合，即 β

落在 {αi} 张成的空间中：β ∈
span(α1, . . . , αn)

1. 秩判别：r(αi) = r(αi, β)

2. 定义法：非齐次方程组

Ax = β 有解。

线性相关 单个向量组内部

({αi} 自身的性质)
冗余关系

组内存在向量可被其余向量

表出（几何上的“共面”或维

数塌缩）。即存在非零 ki 使得∑
kiαi = 0。

1. 秩判别：r({αi}) < n

2. 定义法：
∑

i kiαi = 0 有一

组不全为零的解 {ki}。
3. 行列式：若为 n 维 n 个向

量，则 |A| = 0。

等价 两个向量组之间

({αi} 与 {βj})
相等关系 (”=”)
两个向量组互相线性表出。

本质是生成的线性空间相同：

span({αi}) = span({βj})

1. 三秩相等：r(I) = r(II) =

r(I, II)
2. 互相表出：证明 I能表出 II
且 II 能表出 I。
3. 单向表出 +同秩：I能表出
II 且 r(I) = r(II)。

表 1: 线性表出、线性相关与向量组等价的对比

3. 线性相关的定义：向量组 {αi}ni=1 线性相关⇔存在不全为零的数 ki 使得
∑n

i=1 kiαi =

0

• 与线性相关有关的概念都建立在定义之上，当我们想不到结论时，可以尝试从定
义出发

• 通常证明线性相关（无关）的一个基本思路就是假设其反面，然后推出矛盾

4. 极大线性无关组：搭建向量空间的工具，可以是讨论的起点，保证了我们讨论的对象
统统都是有效的

• 向量组的筛选观：直观上来说，向量组中的每一个向量并不具有特别之处，但是
一次性思考这么多个向量对于普通的人类来说实际上并不容易。因此，如果我们

承认我们的普通，我们可以利用其下标的次序，一步步筛出有用的部分。

• 每次添加一个线性向量，考虑它是否是有效的（无法被现有的向量线性表出）
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3 线性相关理论

• 这样，对于每次操作进行一般的讨论，我们就其中有用的部分可以给出向量组整
体的性质。

5. 秩 (rank)：极大线性无关组所包含向量的 个数

• 同一向量组的极大线性无关组向量个数相等，因此秩是 良定义 的

• 秩就是序，有限数量向量组之间的一个序关系，可以理解为包含信息的维数大小

• 对于一组已知的向量 {αi}ni=1，秩的一般求法是将其组成矩阵

[α1, α2, · · · , αn]�

然后利用初等行变换，化为行阶梯形矩阵，非零行数即为秩

6. 秩与线性相关的一些常见结论

• 向量组 {αi}ri=1 可以由向量组 {βi}si=1 线性表出，则 rank{αi}ri=1 ≤ rank{βi}si=1

• 等价的向量组有相等的秩

• α1, α2, · · · , αn 是 Kn 内一个向量组。则 α1, α2, · · · , αn 线性无关 ⇔ 任一个 n 维

向量都可被它们线性表示.

• 若 α1, α2, ..., αs 的秩为 r, 而 αi1 , αi2 , ..., αir 是其中 r 个向量，使每个 αi(i =

1, 2, · · · , s) 都能被它们线性表示，则 αi1 , αi2 , ..., αir 是 α1, α1, α2, ..., αs 的一个极

大线性无关部分组.

3.2 习题练习

题 3.1. 已知向量组

β1 =


0

1

−1

 , β2 =


a

2

1

 , β3 =


b

1

0


与向量组

α1 =


1

2

−3

 , α2 =


3

0

1

 , α3 =


9

6

−7


具有相同的秩，且 β3 可由 α1, α2, α3 线性表示，求 a 和 b 的值。

题 3.2. 证明：如果一个向量组有一个部分组线性相关，那么该向量组也线性相关.

题 3.3. 证明：向量组 α1, α2, α3 与向量组 α1 + α2, α2 + α3, α3 + α1 线性等价.

题 3.4. 证明：一个向量组的任一线性无关部分组都可扩充成它的一个极大线性无关部分
组.
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3 线性相关理论

题 3.5. 设向量组 α1, α2, . . . , αs 线性无关，并且可由向量组 β1, β2, . . . , βt 线性表示。证

明：必存在某个向量 βj（其中 j = 1, 2, . . . , t），使得向量组 βj , α2, . . . , αs 线性无关。

题 3.6. 设 A = (α1, α2, ..., αr) 是 n × r 矩阵,B = (β1, β2, ..., βs) 是 n × s 矩阵,rankA =

r, rankB = s. 证明: 若 r + s > n，则必存在非零向量 ξ，使得 ξ 既可由 α1, α2, ..., αr 线

性表示，又可由 β1, β2, ..., βs 线性表示.

题 3.7. 设向量组 α1, α2, . . . , αn 的秩为 r, 在其中任意 m 个向量:α1, α2, . . . , αm 证明:

rank
[
α1 α2 · · · αm

]
≥ m+ r − n

题 3.8⋆. 设Km内向量组 α1, α2, · · · , αn(n ⩾ 2)的一个极大线性无关部分组是 αi1 , αi2 , · · · , αir .

又设 α = α1 + α2+· · ·+αn 且

α = k1αi1 + k2αi2+· · ·+krαir .

如果 k1 + k2+· · ·+kr 6= 1, 试求向量组

α− α1, α− α2, · · · , α− αn

的一个极大线性无关部分组。

3.3 习题答案

题 3.1. 解：由
α3 = 3α1 + 2α2,

可知 α1, α2, α3 的秩为 2。因 (β1, β2, β3) 与 (α1, α2, α3) 秩相同，故 β1, β2, β3 线性相关，

即

det[β1, β2, β3] =

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 a b

1 2 1

−1 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −a+ 3b = 0.

又 β3 可由 α1, α2 线性表示，设

β3 = xα1 + yα2,

即 
x+ 3y = b,

2x = 1,

−3x+ y = 0.

解得 x = 1
2 , y = 3

2 , b = 5。代入 −a+ 3b = 0，得 a = 15。故 a = 15, b = 5. □
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3 线性相关理论

题 3.2. 证明：设向量组 S = {α1, . . . , αn} 的部分组 T = {αi1 , . . . , αir} 线性相关，即存在
不全为零的系数 cj 使

r∑
j=1

cjαij = 0.

把其他向量系数取 0，则此为 S 的一个非平凡线性关系，故 S 线性相关。 □

题 3.3. 证明：设

β1 = α1 + α2, β2 = α2 + α3, β3 = α3 + α1.

显然每个 βi 都可由 α1, α2, α3 线性表示。又

β1 + β3 − β2 = 2α1,

β1 + β2 − β3 = 2α2,

β2 + β3 − β1 = 2α3,

故 αi 亦可由 βj 表示。两组互相可表，故线性等价。 □

题 3.4. 证明：从任一线性无关部分组出发，逐一向其中加入原向量组中未被选取的向量，
若加入后仍线性无关则保留，否则舍弃。因向量有限，此过程终止时所得部分组不可再扩

充，故为极大线性无关部分组。 □

题 3.5. 证明：反设对任意 βj，向量组 βj , α2, . . . , αs 都线性相关，则每个 βj 都可由

α2, . . . , αs 线性表示。因 α1 可由 β1, . . . , βt 表示，故 α1 也可由 α2, . . . , αs 表示，这

与 α1, . . . , αs 线性无关矛盾。故存在某个 βj 使 βj , α2, . . . , αs 线性无关。 □

题 3.6. 证明：取矩阵 A = (α1, . . . , αr) 的一组极大线性无关列为 αi1 , . . . , αir（共 r 个），

取矩阵 B = (β1, . . . , βs) 的一组极大线性无关列为 βj1 , . . . , βjs（共 s 个）。若将这 r+ s 个

向量放在一起，因所在空间维数不超过 n，当 r + s > n 时，这 r + s 个向量必线性相关。

于是存在不全为零的一组系数 c1, . . . , cr, d1, . . . , ds，使得

r∑
p=1

cpαip +

s∑
q=1

dqβjq = 0.

若
∑r

p=1 cpαip = 0，则因 αi1 , . . . , αir 线性无关，所有 cp = 0，从而部分系数 dq 不全为零，

说明非零线性组合的 β 组为零，这与 βj1 , . . . , βjs 线性无关矛盾；同理不能全部由 β 的系

数为零。因此两部分的系数都存在非零，故可将上式改写为

r∑
p=1

cpαip = −
s∑

q=1

dqβjq .

令 ξ =
∑r

p=1 cpαip，则 ξ 6= 0，且既可由 α 组线性表示，也可由 β 组线性表示。故存在非

零向量 ξ 同时被两组表示。 □
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3 线性相关理论

题 3.7. 证明：设向量组 α1, . . . , αn 的秩为 r。取前 m 个向量中的一个极大线性无关子集，

设其含 k 个向量，则

rank[α1, . . . , αm] = k.

将此 k 个向量再扩充（从剩下的 n −m 个向量中选）得到全体 α1, . . . , αn 的一个极大线

性无关组，该扩充共加入了 r − k 个向量（因为扩充后为秩 r 的极大线性无关组）。这些

被加入的向量最多来自于剩余的 n−m 个向量，故

r − k ≤ n−m.

整理得

k ≥ r − (n−m) = m+ r − n.

因此

rank[α1, α2, . . . , αm] = k ≥ m+ r − n.

□

题 3.8⋆. 证明：取极大线性无关部分组 αi1 , . . . , αir，有

α = k1αi1 + k2αi2 + · · ·+ krαir , k1 + · · ·+ kr 6= 1.

设存在不全为零的 lj 使
r∑

j=1

lj(α− αij ) = 0,

即  r∑
j=1

lj

α−
r∑

j=1

ljαij = 0.

代入 α =
∑r

j=1 kjαij，得
r∑

j=1

(
(

r∑
t=1

lt)kj − lj
)
αij = 0.

因 αij 线性无关，得

(

r∑
t=1

lt)kj − lj = 0, ∀j.

两边求和得
r∑

j=1

lj = (
r∑

t=1

lt)(k1 + · · ·+ kr),

由 k1 + · · ·+ kr 6= 1，得
∑

lj = 0，再代回得 lj = 0。故 α− αi1 , α− αi2 , . . . , α− αir 线性

无关。因任一 α− αt 可由此 r 个向量线性表示，故该组为极大线性无关部分组。 □
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4 矩阵的秩

4 矩阵的秩

4.1 基础概念

1. 行（列）向量组的秩

• 行秩等于列秩，统称为矩阵的秩

• 向量组的延伸组秩不减少，向量组的缩短组秩不增加。

2. 秩与初等变换

• 初等行（列）变换不改变列（行）向量的线性相关性

• 初等变换不改变矩阵的秩

• 利用初等变换将矩阵化为行阶梯型矩阵，行阶梯型矩阵的秩等于非零行的个数

3. 秩与行列式

• 非零矩阵的秩等于最大非零子式的阶数

(1) 存在一个 r 阶子式不等于零，则 rank(A) ≥ r

(2) 所有 r 阶子式全为零，则 rank(A) < r

• 对于方阵，行列式不为零 ⇔ 矩阵满秩

4. 秩的不等式

(1) 对于 m× n 矩阵 A 与 B，有

rank(A+B) ≤ rankA+ rankB

(2) 对于 m× n 矩阵 A 与 m× s 矩阵 B，有

rank(A,B) ≤ rankA+ rankB

(3) 对于 m× n 矩阵 A 与 s× t 矩阵 B，有

rank
(
A

B

)
≤ rankA+ rankB

(4) 对于 m× n 矩阵 A 与 s× t 矩阵 B，有

rank
(
A O

O B

)
= rankA+ rankB

(5) 对于 m× n 矩阵 A 与 s× t 矩阵 B，有

rank
(
A O

C B

)
≥ rankA+ rankB

24



4 矩阵的秩

(6) 对于 m× n 矩阵 A 与 n× s 矩阵 B，有

rank(AB) ≤ min{rankA, rankB}

(7) 若 A 是 m× n 矩阵，B 是 n× s 矩阵，且 AB = 0，则

rankA+ rankB ≤ n

4.2 习题练习

题 4.1. 求下列矩阵的秩

A =


1 λ −1 2

2 −1 λ 5

1 10 −6 1

 . (4.1)

题 4.2. 给定数域 K 上 m× n 矩阵 A,m× s 矩阵 B, 把它们并排放在一起得 m× (n+ s)

矩阵 C = (A,B). 证明

max[r(A), r(B)] ⩽ r(C) ⩽ r(A) + r(B).

题 4.3. 给定数域 K 上两个 m× n 矩阵

A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
...

am1 am2 · · · amn

 , B =


b11 b12 · · · b1n

b21 b22 · · · b2n
...

...
...

bm1 bm2 · · · bmn

 ,

令

C =


a11 + b11 a12 + b12 · · · a1n + b1n

a21 + b21 a22 + b22 · · · a2n + b2n
...

...
...

am1 + bm1 am2 + bm2 · · · amn + bmn

 .

证明: r(C)⩽r(A)+r(B).

题 4.4. 设 A 是数域 K 上一个 m × n 矩阵, 且 r(A) = 0 或 1. 证明存在 K 内的数

a1, a2, · · · , am; b1, b2, · · · , bn, 使

A =


a1b1 a1b2 . . . a1bn

a2b1 a2b2 . . . a2bn
...

...
...

amb1 amb2 . . . ambn

 .
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题 4.5. 设 A, B 为 n 阶复方阵，s 为实数，C = A+ sB. 试证明：若 B 为满秩矩阵，则

必存在正实数 a, 使得当 0 < s < a 时，C 为满秩矩阵

题 4.6⋆. 设 n 阶实方阵 A = (aij)n×n 满足条件

(1) aii > 0 ( i = 1 ,2 , · · · , n ) ;

(2) aij < 0 (i 6= j, i, j = 1 ,2 , · · · , n) ;

(3 )
∑n

i=1 aij = 0 (j = 1 ,2 , · · · , n).

试求 A 的秩。

题 4.7⋆. 设 n > 2，且 x1, x2, . . . , xn 6= 0，矩阵 A 定义为：

A =



0 x1 + x2 x1 + x3 · · · x1 + xn

x2 + x1 0 x2 + x3 · · · x2 + xn

x3 + x1 x3 + x2 0 · · · x3 + xn
...

...
... . . . ...

xn + x1 xn + x2 xn + x3 · · · 0


证明：rankA ≥ n− 1

4.3 习题答案

题 4.1. 解：由矩阵

A =


1 λ −1 2

2 −1 λ 5

1 10 −6 1


可知秩至少为 2，因为任意两行线性无关。为判断是否为 3，取两个不同的 3 阶子式：∣∣∣∣∣∣∣∣

1 λ 2

2 −1 5

1 10 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 3λ− 9,

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 λ 2

1 10 1

1 −1 5

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 29− 4λ.

它们不可能同时为零，故总存在非零 3 阶子式，因此 rankA = 3. □

题 4.2. 证明：设 A,B 的列向量组分别为 α1, . . . , αn 与 β1, . . . , βs，则

C = (A,B) = (α1, . . . , αn, β1, . . . , βs).

因 A,B 的列向量均属于 C 的列空间，故

rankC ≥ max{rankA, rankB}.

又设 {αi1 , . . . , αir1
} 与 {βj1 , . . . , βjr2} 分别为 A,B 的极大线性无关组，则 C 的全部列向

量都能被这些向量线性表示，故

rankC ≤ r1 + r2 = rankA+ rankB.
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综上：

max(rankA, rankB) ≤ rankC ≤ rankA+ rankB.

□

题 4.3. 证明：设 A,B 的列向量组分别为 α1, . . . , αn 和 β1, . . . , βn，则

C = (α1 + β1, α2 + β2, . . . , αn + βn).

每个 αi + βi 都可由 {αi}, {βi} 线性表示，故

rankC ≤ rankA+ rankB.

□

题 4.4. 证明：当 rankA = 0 时，A = 0，结论显然成立。若 rankA = 1，设 A 的

列向量组为 α1, . . . , αn，因秩为 1，任意两列必成比例，即存在 bj 使 αj = bjα1。记

α1 = (a1, a2, . . . , am)T，则

A =


a1b1 · · · a1bn

a2b1 · · · a2bn
...

...
amb1 · · · ambn

 .

□

题 4.5. 证明：记 f(s) = |A+sB|，则 f(s)为 s的 n次多项式。因 B 满秩，f(0) = |A| 6= 0

不一定成立，但 f(s) 不恒为 0，故至多有 n 个实根。取足够小的 s > 0 且 s 不为这些根，

即有 |A+ sB| 6= 0，从而 C = A+ sB 满秩。 □

题 4.6⋆. 由条件 (1)(2)(3)可知各列元素之和为 0，因此列向量线性相关，故 rankA ≤ n−1。
再取前 n− 1 行与前 n− 1 列构成的主子式，其对角元全为正，非对角元为负且行和为正，

可验证该子式行列式非零，故 rankA = n− 1. □

题 4.7⋆. 证明：要证明 rankA ≥ n− 1，只需证明 Av = 0 的解空间 W 满足 dimW ≤ 1。

假设 v = (v1, v2, . . . , vn)
T 是 A 的零空间中的一个向量，即 Av = 0。这代表了 n 个线性

方程：对于第 i 行 (i = 1, 2, . . . , n):
n∑

j=1

Aijvj = 0

由于 Aii = 0 且 Aij = xi + xj 对于 j 6= i，方程可以写成：∑
j ̸=i

(xi + xj)vj = 0

我们可以把这个和式展开：

xi
∑
j ̸=i

vj +
∑
j ̸=i

xjvj = 0

27



4 矩阵的秩

为了简化表达，我们引入如下标量：V =
∑n

k=1 vk (所有 vk 的和) X =
∑n

k=1 xkvk (一
个线性组合)

利用这两个标量，我们可以重写上述方程中的两个和式：
∑

j ̸=i vj = V −vi
∑

j ̸=i xjvj =

X − xivi

将它们代入第 i 个方程：

xiV − xivi +X − xivi = 0

xiV +X = 2xivi

由于题目给出 xi 6= 0，我们可以解出 vi:

vi =
xiV +X

2xi
=

V

2
+

X

2xi

这个关系式表明，W 中任意向量 v 的所有分量 vi 都由 V 和 X 这两个标量唯一确定。

现在，我们利用 V 和 X 的定义，将 vi 的表达式代入，得到关于 V 和 X 的约束条件：

对 V 的定义式代入：

2V = nV +X

(
n∑

i=1

1

xi

)
=⇒ (n− 2)V +

(
n∑

i=1

1

xi

)
X = 0

对 X 的定义式代入：

2X = V

(
n∑

i=1

xi

)
+ nX =⇒

(
n∑

i=1

xi

)
V + (n− 2)X = 0

这样我们就得到了一个关于 V 和 X 的齐次线性方程组：(
n− 2

∑n
i=1

1
xi∑n

i=1 xi n− 2

)(
V

X

)
=

(
0

0

)

令系数矩阵为 M。因为题目给定 n > 2，所以 n − 2 6= 0。这意味着矩阵 M 的对角线元

素非零，所以 M 不是零矩阵，rank(M) ≥ 1。因此，该方程的解要么是 (0, 0)，要么是

{k(s, t)|k ∈ R} 于是 vi = k(s/2 + t/2xi)，即

v = k


s
2 + t

2x1

s
2 + t

2x2...
s
2 + t

2xn


这表明 W 的维数 dimW ≤ 1，从而 rankA ≥ n− 1。 □
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5 解线性方程组和基

5.1 基础概念

1. 方程个数与未知数相等的线性方程：根据 Cramer 法则依靠行列式求解

• 系数矩阵 A 行列式不为零 ⇔ 方程有唯一解; 行列式为零，则有无穷多解或者无
解

• 齐次线性方程组有非零解 ⇔ 系数矩阵 A 行列式等于零

• 系数矩阵行列式为零时，其方程的解为(
|B1|
|A|

,
|B2|
|A|

, ...,
|Bn|
|A|

)
• 遗憾之处在于它只能处理方程个数和未知量个数相等的方程组，否则无法计算行
列式

2. 一般线性方程的求解：根据判别定理，依靠秩来求解

• 判别定理：线性方程组有解⇔系数矩阵的秩和增广矩阵的秩相等（由于增广矩阵
的秩不小于系数矩阵，所以只需要证明系数矩阵的秩大于等于增广矩阵即可）；

• 解的数量：方程组有解时，若系数矩阵的秩等于未知量个数则解唯一，否则有无
穷多解

• 解的性质：

– 对于最简单的齐次方程组，注意到其解集对于向量的加法和数乘封闭，因此我
们定义子空间这样一个东西，它对于向量的线性运算封闭。

– 至于非齐次线性方程组，其解刚好等于一个特解加上其导出组的解；请注意，
非齐次线性方程组的解集不是一个子空间。

• 有了这些定理之后，线性方程组可以作为我们的工具而非我们的问题。通常，建
立起两个不同线性方程组之间关联的办法是求其公共解。

3. 从基础解系到基：

• 基础解系：对于一个有限的齐次线性方程组，线性无关且可以表出所有解向量的
向量组，称为这个齐次线性方程组的基础解系；

(1) 先确定基础解系所包含的解的个数为 n− rank(A)，也就是求出矩阵的秩

(2) 然后再找出对应个数解向量，使得他们线性无关

• 基：线性无关且可以表示子空间中所有的向量的一组向量组；在有了这个定义之
后，对于任意一个维数有限的的子空间，我们都可以直接假设它的基。

• 维数：对于一个子空间，可能有很多组基，但是基的个数是相等的，我们定义为
子空间的维数；行空间和列空间的维数，竟然一样！
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5 解线性方程组和基

• 解空间 W 的维数满足

dimW = n− rank(A)�

这是我们未来将经常用到的一个等式。

• 给出复杂问题的简单化表示，用尽可能简单的形式表达出所有的情况，数、向量、
函数都可以进行类似操作来分析。

5.2 习题练习

题 5.1. 设 f(x) 是复系数一元多项式，对任意整数 n 有 f(n)� 是整数. 证明 f(x) 的系数

都是有理数，同时举例说明存在不是整系数的多项式满足对任意整数 n有 f(n) 仍是整数。

题 5.2. 设 n 个方程的 n 元齐次线性方程组的系数矩阵 A 的行列式等于零，并且 A 的

(k, l) 元的代数余子式 Akl 6= 0. 证明：

η1 =


Ak1

Ak2

...
Akn


是这个齐次线性方程组的一个基础解系.

题 5.3. 设给定数域 Kn 内 s+ 1 个向量

αi = (ai1, ai2, . . . , ain) (i = 1, 2, . . . , s),

β = (b1, b2, . . . , bn).

证明：如果齐次线性方程组

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = 0,

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = 0,

...

as1x1 + as2x2 + · · ·+ asnxn = 0

的解全是方程

b1x1 + b2x2 + · · ·+ bnxn = 0

的解，那么 β 可以被 α1, α2, . . . , αs 线性表示。

题 5.4. 设四元齐次线性方程组 (I) 为: x1 + x3 = 0,

x2 − x4 = 0,

又已知某次线性方程组 (II) 的通解为:

k1(0, 1, 1, 0) + k2(−1, 2, 2, 1).
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5 解线性方程组和基

1. 求线性方程组 (I) 的基础解系.

2. 判断线性方程组 (I) 和 (II) 是否有非零公共解? 若有, 则求出所有的非零公共解; 若
没有, 则说明理由

题 5.5. 设 A,B 为 n 阶阵，且 rankA + rankB < n，证明齐次线性方程组 Ax = 0 与

Bx = 0 有非零公共解。

题 5.6⋆. 用 R 表示实数域，定义 Rn 到 R 的映射 f 如下：

f(X) = |x1|+ · · ·+ |xr| − |xr+1| − · · · − |xr+s|, ∀X = (x1, x2, . . . , xn)
T ∈ Rn,

其中 r ≥ s ≥ 0. 证明：

1. 存在 Rn 的一个 n− r 维子空间 W，使得 f(X) = 0, ∀X ∈W；

2. 若 W1,W2 是 Rn 的两个 n− r 维子空间，且满足 f(X) = 0, ∀X ∈W1 ∪W2，则一定

有 dim(W1 ∩W2) ≥ n− (r + s).

题 5.7⋆. 设 A = (aij) 为 n 阶实方阵，且 |aiiajj | >
∑

k ̸=i |aik|
∑

l ̸=j |ajl| 对任意 i, j(i 6= j)

成立，证明：det(A) 6= 0。

5.3 习题答案

题 5.1. 证明：假设 f(x)是一元 n次多项式，n ∈ Z，即 f(x) = a0+a1x+a2x
2+· · ·+anx

n，

其中 ai ∈ C，i = 0, 1, . . . , n. 任取 n+ 1 个不同的整数 x1, x2, . . . , xn+1，则有


1 x1 x21 · · · xn1

1 x2 x22 · · · xn2
...

...
... . . . ...

1 xn+1 x2n+1 · · · xnn+1





a0

a1

a2
...
an


=


f(x1)

f(x2)
...

f(xn+1)


由 Cramer 法则，显然方程的解均为有理数，得证。举例: f(x) = 1

2(x+ x2) □

题 5.2. 证明：由 A 的 (k, l) 元的代数余子式 Akl 6= 0 且 |A| = 0 可知，A 的秩为

n − 1，故基础解系包含解向量的个数是 n − r(A) = 1. 又根据代数余子式的性质可知∑n
i=1Akiaji = δjk|A| = 0，于是 η1 是该齐次线性方程组的一个基础解系. □

题 5.3. 证明：设线性方程组 Ax = 0 的解空间为 W1, βx = 0 的解空间为 W2，由题意可

知 W1 ∩W2 = W1. 考虑方程组 Ax = 0

βx = 0
,
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5 解线性方程组和基

次方程的解空间为 W1 ∩W2，由 W1 ∩W2 = W1 可知 W1 ∩W2 = W1，即 W1 是该方

程组的解空间. 于是 rank
(
A

β

)
= n − dimW1 = n − (n − r(A)) = r(A)，故 β 可以被

α1, α2, . . . , αs 线性表示. □

题 5.4.

1. 显然为 {l1η1 + l2η2}，其中 η1 = (1, 0,−1, 0), η2 = (0, 1, 0, 1).

2. 有公共解即 ∃α = l1η1 + l2η2 = k1(0, 1, 1, 0) + k2(−1, 2, 2, 1)，即
1 0 −1 0

0 1 0 1

0 1 1 0

−1 2 2 1




l1

l2

k1

k2

 = 0

有解。

□

题 5.5. 只需证明
(
A

B

)
X = 0 有非零解即可。显然，其解空间的维数满足 dimW =

n− rank
(
A

B

)
≥ n− (rankA+ rankB) > 0，即方程有解，得证. □

题 5.6⋆.

1. 只需要取出一组符合要求的基即可，由于需要取的维数为 n − r，故需要 n − r 个基

向量。这时候我们观察到，f(X) 中正好前 r 个向量取了正的绝对值，所以我们自然

考虑其后的变量，对于 xj , j > s + r，显然我们可以看出它们对 f(X) 没有影响，所

以我们可以取

{ej}nj=r+s+1

为一部分基向量。接下来考虑 xk, r < k ≤ s + r 这 s 个变量，它们会对 f(X) 产生

负贡献，所以我们可以考虑从前面选择 s 个变量与之对应，使得它们的绝对值相等，

从而抵消掉负贡献。由于 r > s，这么取总是能做到的，我们给出任意一种对应方式，

即取剩下的一部分基向量为

{ek + er+k}sk=1.

将它们组合在一起，就拼成了一个维数为 n− r 的子空间的基。

2. 这道题比较复杂，我们先理解一下题目，说的是，任意两个 n− r 维子空间 W1,W2，

它们的交空间的维数至少为 n− (r+ s)。在上一问中，我们已经在第一步给出了一个

n− r− s 维子空间的的构造方法，也就是 W0span{ei}ni=r+s+1。接下来如果我们能保

证 W1,W2 都包含这个子空间，那么它们的交空间的维数自然至少为 n− (r + s)。

但这并非显然的，对于一般的子空间，这也并非总是成立的。我们还需要一些条件，

题目中实际只给了一个信息 dimWi = n− r，上一问也出现了这个维度。为了让子空
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5 解线性方程组和基

间 Wi 一定包含我们构造的 W0，一个简单的想法是让这个子空间足够的大，毕竟全

体解集一定包含 W0，所以我们需要大胆猜测并证明，任意满足 f(X) = 0 的子空间

W，其维数至多为 n− r。

我们考虑W 中任意 n−r+1个向量 α1, α2, . . . , αn−r+1，其中 αi = (xi1, xi2, . . . , xin)
T，

我们希望证明它们必然线性相关。只需要证明存在一组不全为零的系数 k1, k2, . . . , kn−r+1

使得

k1α1 + k2α2 + · · ·+ kn−r+1αn−r+1 = 0.

为此，我们考虑W 中的向量 alpha0 =
∑n−r+1

i=0 ciαi，其中 ci均为未知数。由 f(α0) = 0

可知
r∑

j=1

∣∣∣∣∣
n−r+1∑
i=1

cixij

∣∣∣∣∣−
r+s∑

j=r+1

∣∣∣∣∣
n−r+1∑
i=1

cixij

∣∣∣∣∣ = 0

恒成立。接下来，我们先考虑一个简单情形，− 后面这 s 项的求和为 0，并将其推广

至 n− r 项，可以得到

n−r+1∑
i=1

cixij = 0, j = r + 1, r + 2, . . . , n.

这样我们就得到了关于 ci 的 n− r 个线性方程，未知数有 n− r + 1 个，必然存在不

全为零的解 (k1, k2, . . . , kn−r+1)，使方程组成立。于是我们又有

n−r+1∑
i=1

kixij = 0, j = r+1, . . . , n.⇒
r∑
1

∣∣∣∣∣
n−r+1∑
i=1

kixij

∣∣∣∣∣ = 0.⇒
n−r+1∑
i=1

kixij = 0.j = 1, 2, . . . , r.

这样，我们就得到了不全为零的系数 k1, k2, . . . , kn−r+1 使得

k1α1 + k2α2 + · · ·+ kn−r+1αn−r+1 = 0

成立，证明了 α1, α2, . . . , αn−r+1 线性相关。由此可知，任意满足 f(X) = 0 的子空

间 W，其维数至多为 n− r。接下来证明包含 W0 就很容易了，只需取 W0 的一组基，

然后说明，其中任意一个基向量，必然和维数为 n− r 的 W 中的基向量组线性相关

即可。这是非常显然的，否则的话就说明了有一个维数更高的子空间，矛盾。

□

题 5.7⋆. 反证法：假设 det(A) = 0，则存在非零向量 x = (x1, . . . , xn)
T 使得 Ax = 0。取

i, j 使 xi, xj 且保证 xi, xj 为绝对值最大的两个解，显然 xi 6= 0。

由 Ax = 0 得

aiixi +
∑
k ̸=i

aikxk = 0, ajjxj +
∑
l ̸=j

ajlxl = 0.

取模并用三角不等式：

|aii||xi| ≤
∑
k ̸=i

|aik||xk|, |ajj ||xj | ≤
∑
l ̸=j

|ajl||xl|.
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5 解线性方程组和基

若 xj = 0，那么就会由第一个不等式 aii0 = 0，与题设矛盾。所以 |xi||xj | > 0，我们将上

述两个不等式相乘，并且两边消去 |xi||xj |，得到

|aiiajj | ≤

∑
k ̸=i

|aik|
|xk|
|xj |

∑
l ̸=j

|ajl|
|xl|
|xi|

 ≤
∑

k ̸=i

|aik|

∑
l ̸=j

|ajl|

 ,

这与题设 |aiiajj | >
∑

k ̸=i |aik|
∑

l ̸=j |ajl| 矛盾。故假设不成立，应有 det(A) 6= 0。证毕。□
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6 矩阵的基础运算

6.1 基础概念

1. 矩阵的加法和数乘运算都是十分简单的，只需要按位进行加减和数乘即可。
a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

... . . . ...
am1 am2 · · · amn

+


b11 b12 · · · b1n

b21 b22 · · · b2n
...

... . . . ...
bm1 bm2 · · · bmn

 =


a11 + b11 a12 + b12 · · · a1n + b1n

a21 + b21 a22 + b22 · · · a2n + b2n
...

... . . . ...
am1 + bm1 am2 + bm2 · · · amn + bmn

 ,

k


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

... . . . ...
am1 am2 · · · amn

 =


ka11 ka12 · · · ka1n

ka21 ka22 · · · ka2n
...

... . . . ...
kam1 kam2 · · · kamn


2. 但是对于乘法而言，计算起来就略显复杂。但这也正是矩阵运算的特别之处。

• 对于一个行向量与一个列向量的乘法，我们将其理解为点积，

(
a1 a2 · · · an

)

b1

b2
...
bn

 = a1b1 + a2b2 + · · ·+ anbn

这就是一个标量。

• 在此基础上，我们可以将矩阵乘法理解为将一个 n 个行向量


A1

A2

· · ·
An

 乘上 m 个列

向量 (B1, B2, · · · , Bm)，得到 n ×m 的新东西 C，而且 C 的第 i 行第 j 列元素

就是 AiBj，即

C =


A1B1 A1B2 · · · A1Bm

A2B1 A2B2 · · · A2Bm

· · ·
AnB1 AnB2 · · · AnBm


• 当使用矩阵乘法的时候，其实也在说向量的乘法

3. 矩阵乘法的性质：

• 结合律：A(BC) = (AB)C

• 分配律：A(B + C) = AB +AC，(A+B)C = AC +BC

• 不满足交换律：一般情况下，AB 不等于 BA。正是由于不满足交换律，我们未来

将会介绍许多特别的概念与操作。
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6 矩阵的基础运算

• 穿脱法则：矩阵乘法在转置 (AB)T = BTAT

• 行列式：|AB| = |A||B|

• 迹（trace）：tr(AB) = tr(BA) ，迹和行列式是两个交换不变量，常常在和矩阵乘

法交换相关的性质中出现。

4. 特殊矩阵的乘法：

• 单位矩阵 I：左乘和右乘都不改变变换的对象

• 对角矩阵 D：左乘则每行乘上对应行主元，右乘则每列乘上对应列主元

• 基本矩阵 Eij：左（右）乘一个矩阵 A，就相当于把 A 的第 j 行搬到第 i 行的位

置（把 A 的第 i 列搬到第 j 列的位置），而乘积矩阵的其余行（列）全为 0。

• 初等矩阵（于是我们可以知道，过去用到的初等变换接下来我们都可以用初等矩
阵的乘法来表示）：

(1) P (j, i(k)) 左（右）乘，相当于把第 i 行的 k 倍加到第 j 行上（把第 j 列的 k
倍加到第 i 列上），其余不变

(2) P (i, j) 左（右）乘，相当于交换第 i 行和第 j 行（交换第 i 列和第 j 列）

(3) P (i(c)) 左（右）乘，相当于把第 i 行（列）乘以 c

5. 分块矩阵的运算：为了简化矩阵的运算，我们常常把矩阵分成若干个小块进行运算，
这样可以更方便地处理大规模矩阵。

• 分块矩阵的加法和数乘与普通矩阵相同，只需要按块进行加减和数乘即可。

• 分块矩阵的乘法：已 2× 2 分块矩阵为例，设

A =

(
A11 A12

A21 A22

)
, B =

(
B11 B12

B21 B22

)
,

则它们的乘积为

AB =

(
A11B11 +A12B21 A11B12 +A12B22

A21B11 +A22B21 A21B12 +A22B22

)
.

这种分块乘法可以推广到任意大小的分块矩阵。

• 分块矩阵的转置：类似地，分块矩阵的转置操作和普通矩阵的转置操作类似，只
需要将每个块进行转置即可。

AT =

(
A11 A12

A21 A22

)T

=

(
AT

11 AT
21

AT
12 AT

22

)
.

• 分块矩阵的行列式：对于分块矩阵的行列式，我们不能类似普通行列式那样直接
计算。不过对于上（下）三角分块矩阵，我们可以直接计算其对角线上的块的行
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6 矩阵的基础运算

列式的乘积。设

A =



A11 A12 A13 · · · A1n

0 A22 A23 · · · A2n

0 0 A33 · · · A3n

...
...

... . . . ...
0 0 0 · · · Ann


,

则

|A| = |A11||A22||A33| · · · |Ann|.

当然，如果分块矩阵不是上（下）三角形的，我们可以通过初等变换将其化为上

（下）三角形的形式，然后再计算行列式。

6. 矩阵运算与秩相关的性质：

• 变换复合后，维度只减不增：

rankAB ≤ min{rankA, rankB}

• 但是对于矩阵和其转置的乘积，秩不变：

rankA′A = rankAA′ = rankA

• 给定数域 K 上的分块矩阵

N =

(
A 0

C B

)
则有

r(A) + r(B) ≤ r(N).

• 核空间和像空间维数和为未定元个数：对于任意矩阵 As×n，

rankA+ dimW = n

其中 W 为 AX = 0 的解空间

7. 分块对角矩阵：

• 对两个同类型的 n 阶准对角矩阵

A =


A1

A2

. . .
As

 , B =


B1

B2

. . .
Bs


（其中 Ai, Bi(i = 1, 2, · · · , s) 同为 ni 阶方阵），有

AB =


A1B1

A2B2

. . .
AsBs

 ;
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6 矩阵的基础运算

• r(A) = r(A1) + r(A2) + · · ·+ r(As);

• A 可逆 ⇔ Ai(i = 1, 2, · · · , s) 都可逆，且

A−1 =


A−1

1

A−1
2

. . .
A−1

s

 .

6.2 习题练习

题 6.1. A,B 分别是 n× k, k × n 矩阵，证明：|In −AB| = |Ik −BA|

题 6.2. 设 A ∈Mm,n(K) 且 r(A) = n. 又设 B,C 为数域 K 上 n× s 矩阵, 且 AB = AC.
证明 B = C.

题 6.3. A,B ∈M2023,2023(R)，AB = 0，求 |BA+B′A+BA′|

题 6.4. 设 A，B 是数域 K 上两个 n× n 矩阵且 AB = BA。又设 C 是将 A，B 的行向

量依次排列所得的 2n× n 矩阵，即 C =

(
A

B

)
。证明 r(A) + r(B) ≥ r(C) + r(AB)。

题 6.5. 设 A 是数域 K 上的 m× n 矩阵，B 是 K 上的 n× k 矩阵，C 是 K 上的 k × s

矩阵，则

r(AB) + r(BC) ≤ r(ABC) + r(B).

题 6.6. 给定数域 K 上 n 维向量空间 Kn 内一个线性无关向量组 Y1, . . . , Ys。证明存在 K

上一个齐次线性方程组满足如下条件：

（1）Y1, . . . , Ys 均为此齐次线性方程组的解向量；

（2）该方程组的任意解向量 Y 均能被 Y1, . . . , Ys 线性表示。

题 6.7. 设给定数域 K 上的对角矩阵

A =


λ1 0 · · · 0

0 λ2 · · · 0
...

... . . . ...
0 0 · · · λn


其中 λi 6= λj（i 6= j）。证明：与 A 可交换的数域 K 上的 n 阶方阵都是对角矩阵。

题 6.8. 证明：如果数域 K 上的 n 阶方阵 A 与数域 K 上的所有 n 阶方阵都可交换，则

A 必是一个数量矩阵：A = λI。

题 6.9. 设 A 是数域 K 上的 n 阶方阵。证明：
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6 矩阵的基础运算

(1) 若 A2 = E，则

r(A+ E) + r(A− E) = n;

(2) 若 A2 = A，则

r(A) + r(A− E) = n.

题 6.10. 设 n 为偶数。证明存在实数域上的 n 阶方阵 A，使

A2 + E = 0.

6.3 习题答案

题 6.1. 思路：构造一个分块矩阵，用两种不同的初等分块行/列变换把它化为上（或下）
三角分块，从而分别得到 |In −AB| 与 |Ik −BA|，两者相等。证明：令

M =

(
In A

B Ik

)
,

其中 A 为 n× k，B 为 k × n，因此 M 为 (n+ k)× (n+ k) 矩阵。

左乘分块初等矩阵：(
In 0

−B Ik

)(
In A

B Ik

)
=

(
In A

0 Ik −BA

)
.

前乘矩阵的行列式为 1，故

detM = det
(
In A

0 Ik −BA

)
= det(In) det(Ik −BA) = det(Ik −BA).

右乘另一个分块初等矩阵：(
In A

B Ik

)(
In 0

−B Ik

)
=

(
In −AB A

0 Ik

)
.

右乘矩阵的行列式也为 1，因此

detM = det
(
In −AB A

0 Ik

)
= det(In −AB) det(Ik) = det(In −AB).

证毕。 □

题 6.2. 证明：由已知条件，A(B − C) = 0，因此只需证明 AX = 0 没有非零解即可，由

于 A 列满秩，故得证 □

题 6.3. 解：一般看到这个题都会猜测答案是零，下面严谨证明之：观察到

(B +B′)(A+A′) = BA+B′A′ +BA′ +B′A = BA+B′A+BA′,
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6 矩阵的基础运算

于是

|BA+B′A+BA′| = |(B +B′)(A+A′)| = |B +B′||A+A′|.

接下来只要 |A+A′| 和 |B +B′| 任意一个为零即可。此时观察到 AB = 0，所以 rankA+

rankB ≤ n，所以

min{rankA, rankB}(不妨认为是 rank A) ≤ [
n

2
] = 1011,

所以 rankA+ rankA′ ≤ 2 rankA < n.，于是 |A+A′| = 0，所以 |BA+B′A+BA′| = 0.□

题 6.4. 证明：由于存在可交换的条件，因此基于分块矩阵的秩不等式可能比较困难，本
题可以对方程的解空间进行讨论。设 Ax = 0 的解空间为 WA，Bx = 0 的解空间为 WB，

则由题意可知 WA ∩WB = WC . 于是

dimWA + dimWB − dimWC = dim(WA +WB)

，此时只需要再比较 dim(WA+WB)和 dimKerAB 的大小即可，任取 a = α+β ∈WA+

WB，其中 α ∈WA, β ∈WB，则有 Aα+Bβ = 0，由于 A和 B可交换，所以 ABα+ABβ = 0，

即 AB(a) = 0，因此 WA +WB ⊆ KerAB，所以 dim(WA +WB) ≤ dimKerAB，因此

dimWA + dimWB − dimWC ≤ dimKerAB,

即

dimWA + dimWB ≤ dimWC + dimKerAB,

由此可得 r(A) + r(B) ≥ r(C) + r(AB)，得证。 □

题 6.5. 证明：考虑构造矩阵

M =

(
ABC 0

0 B

)
若成立，由于 r(M) = r(ABC)+ r(B)，所以只需考虑能否将矩阵 M 进行初等变换，得到

N =

(
AB 0

X BC

)

由于 r(M) = r(N)，所以 r(AB) + r(BC) ≤ r(ABC) + r(B). 接下来尝试将 M 进行初等

变换，得到 □

题 6.6. 证明：设齐次线性方程组为 AX = 0，由于 Y1, Y2, . . . , Ys 线性无关，且对于任一

解 η ∈W ，均有 η 可以被 Y1, Y2, . . . , Ys 线性表示，因此 dimW = s，所以 r(A) = n− s，

因此只需构造出一个秩为 n− s 的矩阵 A 即可。

由于我们知道 AX = 0 ⇐⇒ XTAT = 0，所以我们只需要设 XT = (Y1, Y2, . . . , Ys)
T，

其解空间中所有基向量组合起来就是我们需要的 AT □
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6 矩阵的基础运算

题 6.7. 证明：考虑与 A 可交换的矩阵 B，则有 AB = BA，由于 A 是对角矩阵，所以

λiaij = λjaij，即 (λi − λj)aij = 0，由于 λi 6= λj，所以 aij = 0，即 B 的非对角线元素全

为零，所以 B 是对角矩阵。 □

题 6.8. 证明：由上一问可知，A必是对角矩阵，此时考虑基本矩阵 Eij，则有 AEij = EijA，

所以 λiaij = λjaij，即 (λi − λj)aij = 0，故 λi = λj，即 A 是数量矩阵。 □

题 6.9.

1. 证明：由 A2 = I 可知，(A− I)(A+ I) = 0，因此 r(A− I) + r(A+ I) ≤ n，又由于

r(A− I)+ r(A+ I) ≥ r[(A+ I)− (A− I)] = n，所以 r(A− I)+ r(A+ I) = n，得证。

2. 证明：同理可得

□

题 6.10. 证明：先从最简单的情况开始，n = 2，此时 A2 =

(
0 −1
1 0

)
，满足 A2 + I = 0，

由分块矩阵的乘法，很容易猜测对于一般的 n，可以构造出 An =


A2 0 · · · 0

0 A2 · · · 0
...

... . . . ...
0 0 · · · A2

，
满足 A2

n + I = 0. □
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7 矩阵的逆

7.1 基础概念

1. 矩阵的逆：除法是乘法的逆运算，仿照数的除法，可以定义矩阵的逆矩阵：对于一个
矩阵 A，如果存在一个矩阵 B，使得 AB = BA = I，则称矩阵 A 可逆，矩阵 B 称

为矩阵 A 的逆矩阵，记作 A−1。

• 并不是所有矩阵都是可逆矩阵，这与数的除法不同。

• 只要 AB = I 或 BA = I，就可以推出 AB = BA = I，因此只需验证其中一个条

件即可，此时 B = A−1, A = B−1。

2. 矩阵的性质：

• 矩阵 A 可逆等价于行列式不为 0 。而且 A 可逆时，A−1 = 1
|A|A

∗

– 矩阵可逆等价于矩阵满秩

– 矩阵可逆等价于行（列）向量组线性无关

• 矩阵可逆等价于它可以写成一系列初等矩阵的乘积

• 可逆矩阵左（右）乘不改变矩阵的秩

• 可逆矩阵的行简化阶梯形矩阵一定是单位矩阵，而且 I−1 = I

3. 矩阵的逆的计算性质

• 转置变换的性质：(A′)′ = A, (AB)′ = B′A′, (A+B)′ = A′ +B′, (AB)′ = B′A′

• 逆变换的性质：(A−1)−1 = A, (A′)−1 = (A−1)′

• 穿脱法则：(AB)−1 = B−1A−1，(A1A2 · · ·Ak)
−1 = A−1

k A−1
k−1 · · ·A

−1
1

4. 逆矩阵的求法：

(1) 初等变换法：将矩阵 A 变换为单位矩阵 I，同时对单位矩阵进行相同的初等变

换，最终得到的矩阵即为 A−1。

(2) 伴随矩阵法：A−1 = 1
|A|A

∗

• 伴随矩阵的定义：伴随矩阵 A∗ 是由 A 的代数余子式构成的矩阵，其中

A∗(i, j) = Aji

• 伴随矩阵的性质：

AA∗ = A∗A = |A|I, rankA∗ =


n if rankA = n,

1 if rankA = n− 1,

0 if rankA < n− 1.
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7.2 习题练习

题 7.1. 求下列矩阵的逆矩阵：

(1)


1 0 −1
−2 1 3

3 −1 2

 ; (2)


1 1 1 1

1 1 −1 −1
1 −1 1 −1
1 −1 −1 1



题 7.2. 证明一个上（下）三角矩阵主对角线上元素全不为零时必定可逆，且其逆矩阵仍
为上（下）三角矩阵。

题 7.3. 设 A 是数域 K 上的一个 n 阶方阵，Ak = 0。证明：

(E −A)−1 = E +A+A2 + · · ·+Ak−1

题 7.4. 设 B 为数域 K 上的可逆 n 阶方阵，又设

U =


u1

u2
...
un

 , V =


v1

v2
...
vn

 (ui, vj ∈ K).

令 A = B + UV ′。证明：当 γ = 1 + V ′B−1U 6= 0 时，

A−1 = B−1 − 1

γ
(B−1U)(V ′B−1).

题 7.5. 设 n(n ≥ 2)阶方阵 A ∈Mn(C)恰有 k个 n−1阶子式等于 0，其中 1 ≤ k ≤ n−1。
证明：detA 6= 0。

题 7.6. 设 A，B，C 都是数域 F 上的 n 阶方阵，Q =

(
A A

C −B C

)
.

1. 证明：Q 为可逆矩阵的充分必要条件是 AB 可逆；

2. 当 Q 可逆时，求逆矩阵 Q−1。

7.3 习题答案

题 7.1. 解： (1) 利用初等行变换求逆矩阵：
1 0 −1 1 0 0

−2 1 3 0 1 0

3 −1 2 0 0 1

 r2+2r1,r3−3r1−−−−−−−−−→


1 0 −1 1 0 0

0 1 1 2 1 0

0 −1 5 −3 0 1


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r3+r2−−−−→


1 0 −1 1 0 0

0 1 1 2 1 0

0 0 6 −1 1 1

 r3/6−−→


1 0 −1 1 0 0

0 1 1 2 1 0

0 0 1 −1/6 1/6 1/6


r1+r3,r2−r3−−−−−−−−→


1 0 0 5/6 1/6 1/6

0 1 0 13/6 5/6 −1/6
0 0 1 −1/6 1/6 1/6



所以逆矩阵为 1
6


5 1 1

13 5 −1
−1 1 1

。
(2) 观察矩阵 A，发现其列向量两两正交，且模长均为 2。即 ATA = 4I，所以 A−1 =

1
4A

T。又因为 A 是对称矩阵，所以 A−1 = 1
4A = 1

4


1 1 1 1

1 1 −1 −1
1 −1 1 −1
1 −1 −1 1

。 □

题 7.2. 证明：不妨设 A 为上三角矩阵，且主对角线元素 aii 6= 0。首先，上三角矩阵的行

列式等于其主对角线元素的乘积，即 |A| =
∏n

i=1 aii。因为 aii 6= 0，所以 |A| 6= 0，故 A

可逆。

其次，证明其逆矩阵仍为上三角矩阵。方法一（伴随矩阵法）：A−1 = 1
|A|A

∗。对于 A∗

的元素 A∗
ij = (−1)i+jMji。当 i > j 时（即下三角位置），Mji 是去掉第 j 行和第 i 列后

的子式。由于 A 是上三角矩阵，且 j < i，去掉第 j 行（较上面的行）和第 i 列（较右边

的列）后，所得子矩阵中必包含一个全零的左下角块，或者可以直接观察到其主对角线下

方有非零元素被保留但结构使得行列式为 0。更直观地，考虑 Mji 对应的矩阵，其第 j 列

到第 i − 1 列（原矩阵的列）在第 j + 1 行到第 i 行（原矩阵的行）之间的部分构成了下

三角部分，由于 A 是上三角，这些位置原本就是 0。实际上，利用归纳法或分块矩阵更容
易证明。

方法二（初等变换法）：对上三角矩阵 A 进行行变换求逆，即 [A|I] → [I|A−1]。由

于 A 是上三角矩阵，我们只需要从下往上进行消元（将非对角元化为 0），以及将对角元
化为 1。这些操作包括：1. 行倍乘（对角元归一化）：ri ← kri。2. 行加减（消去上方元
素）：ri ← ri + krj (i < j)。注意我们只需要用下面的行消上面的行。对于右侧的单位矩
阵 I（也是上三角），上述两种操作（倍乘、上行加下行）都保持矩阵的上三角性质不变。

因此，最终得到的 A−1 也是上三角矩阵。下三角矩阵同理可证。 □

题 7.3. 欲证明某个显式表达式是另一个矩阵的逆矩阵，只需要代入计算即可

(E −A)(E +A+A2 + · · ·+Ak−1) = E −A+A−A2 +A2 · · · − Ak−1 +Ak−1 −Ak = E

□

题 7.4. 同理可证 □
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题 7.5. 证明：本题一个简单的思考方向是利用伴随矩阵的性质，由题意可得，rankA ≥
n− 1，因此

rankA∗ =

 n if rankA = n,

1 if rankA = n− 1,

而且由题意可知 A∗ 中恰好有 k 个元素为 0. 假如 rankA = n− 1，则 rankA∗ = 1，因此

A∗ 中若存在元素为零，则至少有 n 个元素为零，这与题意矛盾，因此 rankA = n，即 A

可逆。 □

题 7.6.

1. 与第一题一样，一个直接的想法是使用行列式证明。但是这里强调一点：一般情况下，∣∣∣∣∣A B

C D

∣∣∣∣∣ 和 |AD| − |BC| 并不相等。通常计算分块矩阵的行列式时，我们会使用初等

变换操作后再求行列式，即

Q

(
I −I

I

)
=

(
A

C −B B

)

计算出

|Q|

∣∣∣∣∣I −I
I

∣∣∣∣∣ = |A||B|
由此可得 |Q| = |A||B|，因此 Q 可逆的充分必要条件是 AB 可逆。

2. 在第一问的基础上，继续进行初等变换，可以取(
A−1

B−1

)
Q

(
I −I

I

)(
I −(C −B)B−1

I

)
= I,

于是就可以写出

Q−1 =

(
A−1

B−1

)(
I −I

I

)(
I −(C −B)B−1

I

)
□
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8 相抵与相似

8.1 基础概念

1. 背景动机：如何化繁为简

• 线性代数中一个重要的思想是“化繁为简”，即把复杂的问题转化为简单的问题来
解决，化繁为简的前提是“等价”。

• 我们先要定义何为等价（∼）：

(1) 反身性：A 与 A 等价；

(2) 对称性：A 与 B 等价，则 B 与 A 等价；

(3) 传递性：A 与 B 等价，B 与 C 等价，则 A 与 C 等价。

2. 相抵 (Equivalence)：只关心线性方程的解的性质，两个矩阵在初等变换下等价

• 定义：两个 m×n矩阵 A,B 称为相抵，如果存在可逆矩阵 P,Q，使得 B = PAQ。

• 直观理解：左乘 P 相当于对方程组做行变换；右乘 Q 相当于对未知量做可逆线

性变换。本质上只是“换了一种坐标/表示方式”，但描述的是同一个线性方程问
题。

• 不变量：秩 (rankA)、线性方程组是否有解、解的自由度。

• 相抵标准形：
(
Ir 0

0 0

)
。

3. 相似 (Similarity)：关心线性变换本身，考虑他对于所有向量的作用

• 定义：两个 n×n 矩阵 A,B 称为相似，如果存在可逆矩阵 P，使得 B = P−1AP。

• 直观理解：左右必须用同一个 P（及其逆），表示同一个线性变换在不同基下的矩

阵表示。这不是换问题，而是换坐标系（换一副“观察世界的坐标眼镜”）。

• 性质：相似是相抵的特例，因此相似矩阵也有秩等不变量；此外，相似矩阵还有
行列式、迹、特征多项式等不变量。

• 相似标准形：对于可对角化矩阵，是对角矩阵。

4. 迹的定义与性质：

• 定义：n 阶方阵 A = (aij) 的迹定义为对角线的元素之和，tr(A) =
∑n

i=1 aii

• 性质：

(1) tr(A+B) = tr(A) + tr(B)

(2) tr(kA) = k tr(A)

(3) tr(AB) = tr(BA)

(4) 相似矩阵的迹相等

• 迹和行列式都是特征多项式的其中一个系数
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8 相抵与相似

5. 特征值与特征空间：

• 设 A 是数域 K 上的 n 级矩阵，如果 Kn 中有 非零列向量 α, 使得 Aα =

λ0α, λ0 ∈ K，则称 λ0 是 A 的一个特征值，α 是 A 属于 λ0 的一个特征向

量

• 特征值和特征向量的求法：令特征多项式 |λI −A| = 0

• 每个特征值至少有一个特征向量，每个特征向量之可能对应一个特征值，0 不是

特征向量

6. 对角化：

• 定义：A 有 n 个线性无关的特征向量

• 等价条件：由于属于不同特征值的特征向量线性无关，故该条件等价于所有特征
子空间的维数之和等于方阵阶数

• 一个推论：方阵特征值个数等于阶数时可以对角化

• 特殊情况：实对称矩阵一定正交相似于对角矩阵

• 对角化步骤：

(1) 求出 A 的所有特征值 λ1, λ2, · · · , λk。

(2) 对于每个特征值 λi，求出其对应的特征子空间 Vλi
的基（即线性无关的特征

向量）。

(3) 若所有特征子空间的维数之和等于 n，则 A 可对角化。

(4) 将所有特征向量作为列向量构成矩阵 P，则 P−1AP = Λ，其中 Λ 是对角元

素为对应特征值的对角矩阵。

8.2 习题练习

题 8.1. 设 s× n 矩阵 A 的秩为 r(r 6= 0). 证明：存在 s× r 列满秩矩阵 P1 与 r × n 行满

秩矩阵 Q1, 使得
A = P1Q1.

题 8.2. 设实数域 R 上的矩阵 A 为

A =


a 1 −1

1 a −1

−1 −1 a


(1) 求正交矩阵 Q, 使得 QTAQ 为对角矩阵 D, 其中 QT 为 Q 的转置；

(2) 求正定矩阵 C, 使得 C2 = (a+ 3)I −A, 其中 I 为 3 阶单位矩阵。
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8 相抵与相似

题 8.3. 已知 A =

(
1 4

1 1

)
求出 A2024

题 8.4. 设实对称矩阵 A =


−4 2 2

2 −1 4

2 4 a

, 已知-5 是 A 的重数为 2 的特征值。

(1) 求 a 的值。

(2) 求一个正交矩阵 Q, 使得 Q−1AQ 为对角矩阵。

题 8.5. 设 n 一阶方阵 A 满足 A2 = 2A，证明 A 可以对角化。

题 8.6. 设K为数域，n是正整数.V 是K上的线性空间，且 dimV = n.再设 T ∈Hom(V, V )

在 K 中有 n 个互不相同的特征值. 证明：如果 S ∈Hom(V, V ) 满足 ST = TS, 那么 S 可对
角化

题 8.7. 设 n 为正整数，A 为 n 阶半正定实对称矩阵. 求证：对任意的 n 维实列向量 α, β,
都有

(αTAβ)2 ≤ (αTAα)
(
βTAβ

)
其中 αT 表示 α 的转置.

题 8.8⋆. 如果 n 级实矩阵 A 的特征多项式在复数域中的根都是实数，则 A 一定正交相似

于上三角矩阵。

8.3 习题答案

题 8.1. 证明：考虑 A 的相抵标准形（或奇异值分解结构），存在 s 阶可逆矩阵 P 和 n 阶

可逆矩阵 Q，使得

A = P

(
Ir 0

0 0

)
Q

将 P 按列分块为 P =
(
P1 P2

)
，其中 P1 为 s× r 矩阵；将 Q 按行分块为 Q =

(
Q1

Q2

)
，

其中 Q1 为 r × n 矩阵。

代入上式计算：

A =
(
P1 P2

)(Ir 0

0 0

)(
Q1

Q2

)
=
(
P1 P2

)(Q1

0

)
= P1Q1

由于 P 可逆，其列向量线性无关，故 P1 列满秩；由于 Q 可逆，其行向量线性无关，故

Q1 行满秩。证毕。 □

题 8.2. 解：

48



8 相抵与相似

1. 计算 A 的特征多项式：

|λI −A| = (λ− (a− 1))2(λ− (a+ 2))

特征值为 λ1 = λ2 = a− 1, λ3 = a+ 2。

对应 λ = a − 1 的特征向量为 v1 = (1,−1, 0)⊤, v2 = (1, 1, 2)⊤（已正交化）；对应

λ = a+ 2 的特征向量为 v3 = (1, 1,−1)⊤。

单位化后得到正交矩阵 Q：

Q =


1√
2

1√
6

1√
3

− 1√
2

1√
6

1√
3

0 2√
6
− 1√

3

 , D =


a− 1

a− 1

a+ 2


2. 设 B = (a+3)I−A。A的特征值为 a−1, a−1, a+2，则 B的特征值为 (a+3)−(a−1) =

4, 4, 1。

由于 C2 = B 且 C 正定，则 C 的特征值为
√
4,
√
4,
√
1，即 2, 2, 1。C 与 A 拥有相

同的特征向量，故：

C = Q


2 0 0

0 2 0

0 0 1

Q⊤

利用谱分解 C = 2(q1q
⊤
1 + q2q

⊤
2 ) + 1q3q

⊤
3 = 2I − q3q

⊤
3（因为

∑
qiq

⊤
i = I），代入

q3 =
1√
3
(1, 1,−1)⊤ 计算得：

C =


2

2

2

− 1

3


1 1 −1
1 1 −1
−1 −1 1

 =
1

3


5 −1 1

−1 5 1

1 1 5


□

题 8.3. 解：A的特征值为 λ1 = 3, λ2 = −1。求得可逆矩阵 P 使得 A = P

(
3 0

0 −1

)
P−1，

其中 P =

(
2 −2
1 1

)
。

则 A2024 = P

(
32024 0

0 (−1)2024

)
P−1。计算得：

A2024 =

32024+1
2 32024 − 1

32024−1
4

32024+1
2


□

题 8.4. 解：
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8 相抵与相似

1. 实对称矩阵特征值代数重数等于几何重数。λ = −5 重数为 2，故 r(A − (−5)I) =

3− 2 = 1。

A+ 5I =


1 2 2

2 4 4

2 4 a+ 5


要使秩为 1，显然第 3 行需与第 1 行成比例，故 a+ 5 = 4⇒ a = −1。（此时第三个
特征值为 Trace(A)− (−10) = −6 + 10 = 4）。

2. λ1,2 = −5 的特征子空间为 x + 2y + 2z = 0。取正交基 u1 = (2,−1, 0)⊤ 和 u2 =

(2, 4,−5)⊤（由法向量与 u1 叉乘得到），单位化。λ3 = 4 的特征向量为法向量 u3 =

(1, 2, 2)⊤。

构造正交矩阵：

Q =


2√
5

2
3
√
5

1
3

− 1√
5

4
3
√
5

2
3

0 − 5
3
√
5

2
3


□

题 8.5. 证明：由于 A2 = 2A，由上一节的知识可知 rankA + rank(A − 2I) = n，因此

dimKerA+ dimKer(A− 2I) = n，因此 A 的特征子空间维数之和为 n，因此 A 可以对角

化。 □

题 8.6. 证明：因为 T 有 n 个互不相同的特征值，所以 T 的每个特征子空间维数均为 1。
设 λi 是 T 的特征值，αi 是对应的特征向量（i = 1, . . . , n），则 α1, . . . , αn 构成 V 的一组

基。

考察 Sαi：

T(Sαi) = S(Tαi) = S(λiαi) = λi(Sαi)

这说明 Sαi 也是 T 关于特征值 λi 的特征向量。由于该特征子空间是一维的，故存在标量

µi 使得 Sαi = µiαi。

这意味着 α1, . . . , αn 也是 S 的特征向量。由于存在由 S 的特征向量组成的基，故 S
可对角化。 □

题 8.7. 证明：因为 A 是半正定实对称矩阵，存在正交矩阵 T 和对角元素非负的对角阵

Λ，使得 A = T⊤ΛT。令 B = Λ1/2T，则 A = B⊤B。

不等式左边：

(α⊤Aβ)2 = (α⊤B⊤Bβ)2 = ((Bα)⊤(Bβ))2 = 〈Bα,Bβ〉2

不等式右边：

(α⊤Aα)(β⊤Aβ) = ‖Bα‖2 · ‖Bβ‖2

由柯西-施瓦茨不等式（Cauchy-Schwarz Inequality）〈x, y〉2 ≤ ‖x‖2‖y‖2，令 x = Bα, y =

Bβ，命题得证。 □
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8 相抵与相似

题 8.8⋆. 证明：（Schur 引理）对矩阵阶数 n 使用数学归纳法。

当 n = 1 时，结论显然成立。假设对 n − 1 阶矩阵结论成立。对于 n 阶矩阵 A，由

题意知其特征值均为实数，设 λ1 为其中一个实特征值，γ1 为对应的单位特征向量。将 γ1

扩充为 Rn 的一组标准正交基 γ1, γ2, . . . , γn。令正交矩阵 P1 = (γ1, γ2, . . . , γn)，则：

P−1
1 AP1 = P⊤

1 A(γ1, . . . , γn) =

(
λ1 ∗
0 An−1

)

其中 An−1 是 n − 1 阶矩阵。由于特性多项式 |λIn − A| = (λ − λ1)|λIn−1 − An−1|，故
An−1 的特征多项式的根也全为实数。

由归纳假设，存在 n− 1 阶正交矩阵 Q1 使得 Q⊤
1 An−1Q1 = Tn−1（上三角矩阵）。令

Q = P1

(
1 0

0 Q1

)
，则 Q 为正交矩阵，且

Q⊤AQ =

(
1 0

0 Q⊤
1

)(
λ1 ∗
0 An−1

)(
1 0

0 Q1

)
=

(
λ1 ∗
0 Tn−1

)

此即为上三角矩阵。证毕。 □
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9 二次型与正定矩阵

9.1 基础概念

1. 目前已学到的实对称矩阵的性质

• 实数域上的对称矩阵：A = A′

• 实对称矩阵一定正交相似于对角矩阵

• 实对称矩阵的特征值全为实数

2. 合同变换

• 数域K 上两个 n级矩阵 A与 B,如果存在K 上的一个可逆矩阵 C,使得 C ′AC =

B, 则称 A 与 B 合同。

• 标准形：对于矩阵 A，若 A 合同于 Λ，其中 Λ 为对角矩阵，所以标准形并不唯

一，我们可以通过各种方法得到，比如对角化后的对角矩阵就是一个标准形

• 规范形：对于矩阵 A，若 A 合同于 J，其中 J 为对角元素全为 1,−1, 0 的对角矩
阵，则称 J 为 A 的规范形

• 惯性定理：对实对称矩阵进行分类，分类依据是惯性系数，不同矩阵的惯性系数
相同则合同。惯性系数包括正惯性系数、负惯性系数和零惯性系数，分别是规范

形中 1,−1, 0 的个数

3. 二次型转化为标准形的方法

• 配方法可分为两种情形：

(1) 若二次型含有某变量 xi 的平方项，则先把所有含 xi 的项集中起来，按 xi 配

成一个完全平方面。然后再按其他变量配方，直到都配成平方面为止；

(2) 若二次型不含有平方项，但 aij 6= 0 (i 6= j)，则先作可逆线性变换

 xi = yi + yj ,

xj = yj − yi,
xk = yk (k = 1, 2, · · · , n 且 k 6= i, j)

化二次型为含平方项的二次型，然后再按 (1) 中所述方法配方。

•（成对）初等变换法

(1) 施行一系列成对的初等变换（即一次列 (行) 变换和一次相应的行 (列) 变换），

将分块矩阵

(
Q

E

)
化为

(
C

O

)
，即

(
Q

E

)
=

(
P T
1 · · ·P T

p QP1 · · ·Pp

EP1···Pp

)(
A

C

)

其中 A 为对角矩阵，C 为可逆矩阵，Pi(i = 1, 2, · · · ,m) 为初等矩阵；
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9 二次型与正定矩阵

(2) 作可逆变换 x = Cy，则二次型 f(x) = f(Cy) = yTAy =
∑n

i=1 λiy
2
i 成为标准

形，其中 λ1, λ2, · · · , λn 是矩阵 A 的对角元。

• 正交变换法（本质是利用实对称矩阵正交相似对角化的性质）

(1) 写出实二次型 f(x) = xTQx 的矩阵 Q；(2) 求正交矩阵 P，使

P−1QP = P TQP =


λ1

λ2

. . .
λn


其中 λ1, λ2, · · · , λn 是矩阵 Q 的特征值，矩阵 P 的列向量是对应的正交规范化的

特征向量；

(3) 作正交变换 x = Py，则二次型 f(x) = f(Py) =
∑n

i=1 λiy
2
i 成为标准形。

4. 正定二次型

(1) 定义：实二次型 f(x) = xTQx称为是正定的，如果 ∀x ∈ Rn�x 6= 0使得 f(x) > 0。

相应地，也称实对称矩阵 Q 是正定的。

(2) 判定条件：n 元实二次型 f(x) = xTQx（或 n 阶实对称矩阵 Q）正定等价于下

列条件之一成立：

a) f 的标准形中 n 个系数全为正；

b) f 或 Q 的正惯性指标 p = n；

c) Q = (aij) 的各阶顺序主子式都大于零，即

a11 > 0,

∣∣∣∣∣a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣∣ > 0, . . . , |Q| > 0;

d) Q 的特征值均大于零；

e) Q 可表示为 Q = CTC，其中 C ∈Mn(R) 为可逆矩阵。

5. 半正定二次型

(1) 实二次型 f(x) = xTQx 称为是半正定的，如果 ∀x ∈ Rn�x 6= 0 使得 f(x) ≥ 0。

相应地，也称实对称矩阵 Q 是半正定的。

(2) n 元实二次型 f(x) = xTQx（或 n 阶实对称矩阵 Q）半正定等价于下列条件之

一成立：

a) f 的标准形中不含负系数，其中 r = rank Q ≤ n；

b) f 或 Q 的正惯性指标 p = r；

c) Q 可表示为 Q = CT

(
E

O

)
C，其中 C ∈Mn(R) 为可逆矩阵，E, J 为单位矩

阵；
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9 二次型与正定矩阵

d) Q 可表示为 Q = T TPT，其中 P ∈Mn(R)；

e) Q 的所有主子式都是非负的。

(3) 实二次型 f(x) = xTQx 称为是负定的或半负定的，如果 ∀x ∈ Rn�x 6= 0 使得

f(x) < 0 或 f(x) ≤ 0。相应地，也称实对称矩阵 Q 是负定的或半负定的。

9.2 习题练习

题 9.1. 用正交替换把下列实二次型化成标准形：

(1) f(x1, x2, x3) = 2x21 + 5x22 + 5x23 + 4x1x2 − 4x1x3 − 8x2x3;

(2) f(x1, x2, x3, x4) = 2x1x2 − 2x3x4.

题 9.2. 设实二次型 f(X) = f(x1, x2, x3) = x21 + x22 + x23 + 2ax1x2 + 2ax1x3 + 2ax2x3,
a ∈ R 为参数，可用非退化线性替换 X = CY 化成二次型

g(Y ) = g(y1, y2, y3) = y21 + y22 + 4y23 + 2y1y2.

(1) 求参数 a 的值，

(2) 求把 f(X) 化成 g(Y ) 的非退化线性替换中的可逆矩阵 C。

题 9.3. 若二次型 f(x1, x2, x3) = 2x21 + x22 + x23 + 2x1x2 + tx2x3 是正定的，t 的取值范围。

题 9.4. 给定二次型

f =

s∑
i=1

(ai1x1 + ai2x2 + · · ·+ ainxn)
2,

其中

A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
...

as1 as2 · · · asn


是一个实数矩阵. 证明：f 的秩等于 r(A).

题 9.5. 证明：数域 K 上的斜对称矩阵一定合同于下述形式的分块对角矩阵：

diag
{[

0 1

− 1 0

]
, · · · ,

[
0 1

− 1 0

]
, (0), · · · , (0)

}
.

题 9.6. 给定两个 n 元实二次型 f = X ′AX, g = X ′BX.

(1) 举例说明 f 与 g 均非正定二次型时,f + g = X ′ (A+B)X 仍有可能为正定二次

型；

(2) 如果 f 和 g 的正惯性指数都小于 n
2 , 证明 f + g 必为非正定
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9 二次型与正定矩阵

9.3 习题答案

题 9.1.

1. 计算特征多项式 |λI −A|：

|λI −A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣
λ− 2 −2 2

−2 λ− 5 4

2 4 λ− 5

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (λ− 1)2(λ− 10)

故特征值为 λ1 = λ2 = 1, λ3 = 10。

1）对于 λ1,2 = 1，解方程 (I −A)x = 0：
−1 −2 2

−2 −4 4

2 4 −4

 化简−−→


1 2 −2
0 0 0

0 0 0


即 x1 + 2x2 − 2x3 = 0。选取两个线性无关的解向量：

ξ1 =


−2
1

0

 , ξ2 =


2

0

1


由于 ξ1 与 ξ2 不正交，需进行施密特正交化：令 η1 = ξ1 = (−2, 1, 0)T。

η2 = ξ2 −
(ξ2, η1)

(η1, η1)
η1 =


2

0

1

− −45

−2
1

0

 =


2/5

4/5

1


为方便计算，取 η2 = (2, 4, 5)T。单位化得：

q1 =
1√
5


−2
1

0

 , q2 =
1√
45


2

4

5

 =
1

3
√
5


2

4

5


2）对于 λ3 = 10，解方程 (10I −A)x = 0：由于实对称矩阵不同特征值的特征向量必

正交，ξ3 必垂直于 x1 + 2x2 − 2x3 = 0 平面，即为该平面的法向量：

ξ3 =


1

2

−2


单位化得：

q3 =
1

3


1

2

−2


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所求正交替换为 X = QY，其中正交矩阵 Q 为：

Q =


− 2√

5
2

3
√
5

1
3

1√
5

4
3
√
5

2
3

0 5
3
√
5
−2

3


化成的标准形为：

f = y21 + y22 + 10y23

2. 同上操作可知，排列特征值顺序为 1, 1,−1,−1，正交替换矩阵 Q 为：

Q =


1√
2

0 1√
2

0

1√
2

0 − 1√
2

0

0 1√
2

0 1√
2

0 − 1√
2

0 1√
2


化成的标准形为：

f = y21 + y22 − y23 − y24

□

题 9.2.

1. 考察目标二次型 g(Y ) 的矩阵 B =


1 1 0

1 1 0

0 0 4

。B 的特征值为 0, 2, 4，故其正惯性指

数为 2，秩为 2。由题意 f 与 g 等价（合同），故 f 的正惯性指数也应为 2，秩为 2。

f 的矩阵为 A =


1 a a

a 1 a

a a 1

。A 的特征值为 1 + 2a（单重）和 1− a（双重）。

若秩为 2，则必有一个特征值为 0。

• 若 1− a = 0⇒ a = 1，特征值为 3, 0, 0，秩为 1，不符。

• 若 1 + 2a = 0⇒ a = −1/2，特征值为 0, 3/2, 3/2，秩为 2 且正惯性指数为 2，符
合。

综上，

a = −1

2

2. 当 a = −1/2 时，

f = x21 + x22 + x23 − x1x2 − x1x3 − x2x3 =
3

4
(x1 − x2)

2 +
1

4
(x1 + x2 − 2x3)

2

同时 g = (y1 + y2)
2 + 4y23。我们需要找到 X = CY 使得 f(CY ) = g(Y )。令：

√
3

2
(x1 − x2) = y1 + y2
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9 二次型与正定矩阵

1

2
(x1 + x2 − 2x3) = 2y3

为保证满秩变换，补充方程（利用核空间映射）：x1 + x2 + x3 = y2（此处 y2 可换为

任意独立变量，只要保证可逆）。

解此线性方程组可得X 关于 Y 的表达式，即为矩阵 C。例如取 C =


1√
3

1√
3

1

− 1√
3
− 1√

3
1

0 0 −1


的某种调整形式。实际上，由于题目只要求求一个 C，更简单的方法是先将 f 和 g 都

化为平方和标准形，再建立过渡矩阵。f
C1−→ z21 + z22 , g

C2−→ z21 + z22。则 C = C1C
−1
2 。

□

题 9.3. 解：A 正定当且仅当所有顺序主子式大于 0。

∆1 = 2 > 0

∆2 =

∣∣∣∣∣2 1

1 1

∣∣∣∣∣ = 1 > 0

∆3 = |A| = 1 ·∆2 −
t

2
·

∣∣∣∣∣2 1

0 t/2

∣∣∣∣∣ = 1− t2

4
> 0

解得 −2 < t < 2。故 t 的取值范围为 (−2, 2)。 □

题 9.4. 证明：记 A 的行向量为 αT
1 , α

T
2 , . . . , α

T
s。则二次型可以写为：

f =

s∑
i=1

(αT
i X)2 =

s∑
i=1

XTαiα
T
i X = XT

(
s∑

i=1

αiα
T
i

)
X

另一方面，

A =


αT
1
...
αT
s

 =⇒ ATA =
s∑

i=1

αiα
T
i

因此，该二次型的矩阵为 M = ATA。在实数域中，矩阵 ATA 的秩等于矩阵 A 的秩（即

r(ATA) = r(A)）。 □

题 9.5. 证明：对矩阵阶数 n进行归纳或构造性证明。若 A = 0，结论显然成立。若 A 6= 0，

由于 A 是斜对称矩阵（AT = −A），则 aii = 0。必存在 aij 6= 0 (i 6= j)。通过行列交换
（合同变换），可以将 aij 移至 (1, 2) 位置，此时 a21 = −a12 6= 0。

再通过对第一行/列和第二行/列进行缩放，可以将左上角 2×2子块化为 J =

(
0 1

−1 0

)
。

利用该 2× 2 子块的主元性质，通过合同变换消去第 1、2 行和第 1、2 列中其余元素，
使矩阵化为： (

J 0

0 A1

)
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9 二次型与正定矩阵

其中 A1 仍为斜对称矩阵。重复上述过程，直到剩余部分全为 0。最终得到分块对角矩阵：

diag
{(

0 1

−1 0

)
, . . . ,

(
0 1

−1 0

)
, 0, . . . , 0

}

证毕。 □

题 9.6.

1. 反例：取 n = 2。设 A =

(
2 0

0 −1

)
，特征值为 2,−1，非正定。设 B =

(
−1 0

0 2

)
，特

征值为 −1, 2，非正定。则 A+B =

(
1 0

0 1

)
= I，特征值全为 1，是正定二次型。

2. 证明：设 p(A) 表示二次型 A 的正惯性指数。记 VA 为使得 xTAx > 0 的 x 构成的子

空间（加上零向量），其维数为 p(A)。同理，记 NA 为使得 xTAx ≤ 0 的 x 构成的子

空间，由惯性定理知，dim(NA) ≥ n− p(A)。

对于 B，同理定义 NB，则 dim(NB) ≥ n− p(B)。

题目已知 p(A) < n/2 且 p(B) < n/2。这意味着 dim(NA) > n/2 且 dim(NB) > n/2。

考察子空间 W = NA ∩NB。由维数公式：

dim(W ) = dim(NA) + dim(NB)− dim(NA +NB)

因为 dim(NA +NB) ≤ n，所以：

dim(W ) >
n

2
+

n

2
− n = 0

这说明 NA ∩NB 中存在非零向量 x0。对于该向量 x0，有 xT0 Ax0 ≤ 0 且 xT0 Bx0 ≤ 0。

因此：

xT0 (A+B)x0 = xT0 Ax0 + xT0 Bx0 ≤ 0

既然存在非零向量使得 f + g 取非正值，则 f + g 不可能是正定二次型。证毕。

□
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10 线性空间与线性映射

10 线性空间与线性映射

10.1 基础概念

1. 线性空间（向量空间）

• 定义与公理：从 Rn 的加法和数乘性质中提取 8 条公理（封闭性、结合律、分配
律等）。一个集合 V 若定义了加法和数乘并满足这些公理，即为线性空间。

• 典型示例：Rn、次数不超过 n 的多项式空间 Pn(R)、矩阵空间 Mm×n(R)、连续
函数空间 C[a, b]。

• 与向量组对应的概念：线性表出、线性相关、秩、基、维数

2. 基、维数与坐标

• 基 (Basis)：线性无关且生成整个空间的向量组。空间中任意向量可唯一表示为基
的线性组合。

• 维数 (Dimension)：基中向量的个数。

• 坐标：一旦选定一组基，抽象向量 v 就变成了具体的 Rn 中的坐标向量。所有 n

维线性空间都与 Rn 同构。

• 过渡矩阵：连接两组不同基的矩阵。若基 α1, α2, · · · , αn 到基 β1, β2, · · · , βn 的过
渡矩阵为 A，则

(β1, β2, · · · , βn) = (α1, α2, · · · , αn)A.

(1) 设 α1, α2, · · · , αn 是 V 的一组基，且 β1, β2, · · · , βn = (α1, α2, · · · , αn)A，则

A 可逆当且仅当 β1, β2, · · · , βn 也是 V 的一组基。

(2) 若 α = (α1, α2, · · · , αn)X，α = (β1, β2, · · · , βn)Y，则 Y = A−1X。

3. 子空间：线性空间中对线性运算封闭的非空子集，它自身一定也是一个线性空间。

• 子空间与原空间的关系：

(1) 设 U 是数域 K 上 n 维线性空间 V 的子空间，则 dimU ≤ dimV = n。

(2) 设 U 是 V 的子空间，且 dimU = dimV，则 U = V。

(3) 设 U 是 V 的子空间，则 U 的任一组基均可扩充为 V 的一组基。

• 运算：

(1) 子空间的交 V1 ∩ V2 与和 V1 + V2 仍为子空间，请注意并运算常常不能保证

其结果是子空间。

(2) 直和：若 V1 + V2 中元素分解唯一（等价于 V1 ∩ V2 = {0}），称为直和，记作
V1 ⊕ V2。

• 维数公式：dim(V1 + V2) = dimV1 + dimV2 − dim(V1 ∩ V2)。

4. 线性空间的同构
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10 线性空间与线性映射

• 定义：若存在一个一一对应且保持加法与数乘的映射 T : V →W，则称 V 与 W

同构，记作 V ∼= W。

• 定理：有限维线性空间 V 与 Rn 同构的充分必要条件是 dimV = n。

5. 线性映射：在线性空间上定义的，保持加法和数乘的映射 T : V →W。即 T (u+ v) =

T (u) + T (v), T (ku) = kT (u)。

• 特例：线性变换：当 V = W 时，线性映射称为线性变换。

• 线性映射实例：微分算子 D(f) = f ′、积分算子、矩阵乘法。

• 线性映射的运算：加法和乘法（映射的复合），所有数域 K 上 V 到 W 的线性映

射构成一个线性空间，记作 Hom(V,W )。

• 核与象：KerT = {v ∈ V | T (v) = 0}，ImT = {T (v) | v ∈ V }。

• 维数公式：dimV = dimKerT + dim ImT。

6. 线性映射的矩阵表示

• 定义：设 A ∈ Hom(V,W )，V 的基为 α1, α2, · · · , αn，W 的基为 β1, β2, · · · , βm，
若满足

A(α1, α2, · · · , αn) = (β1, β2, · · · , βm)A,

则称 A 为 A 在所选基下的矩阵表示。

• 性质：

(1) 若 V 和 W 分别是数域 K 上维数为 n 和 m 的线性空间，则 Hom(V,W ) 与

m× n 矩阵空间 Mm×n(K) 同构。

(2) 定理 3设 V 是数域 K 上 n维线性空间，V 上的一个线性变换 A在 V 的两个

基 α1, α2, · · · , αn 与 γ1, γ2, · · · , γn 下的矩阵分别为 A,B。从基 α1, α2, · · · , αn

到基 γ1, γ2, · · · , γn 的过渡矩阵是 S，则

B = S−1AS.

10.2 习题练习

题 10.1. 在数域 K 上全体 n 阶对称方阵所成的线性空间 V 中定义变换

AX = T ′XT,

其中 T 为一个固定的 n 阶方阵。证明：A 是 V 中一个线性变换。

题 10.2. 设线性空间 V 分解为子空间 M,N 的直和：V = M ⊕N。令 P 为关于此直和分

解式的 V 对 M 的投影变换，证明：

(1) P 2 = P；

（2）若 M 6= V，证明 P 不可逆；
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（3）命 P1表示 V 关于上述直和分解式对子空间N 的投影变换，证明：PP1 = P1P = 0。

题 10.3. 设 M2(k) 是数域 k 上所有 2-级方阵构成的线性空间。

(i). 证明：矩阵的转置是 M2(k) 上的线性变换。

(ii). 求出转置线性变换在基本矩阵 Eij 构成的基下的矩阵。

题 10.4. 令 V 是域 k 上的 n 维线性空间，α1, · · · , αn 为 V 的一组基。定义 Homk(V, V )

到 Mn×n(k) 的映射 σ，对于任意线性变换 A ∈ Homk(V, V ) 都有
A(α1)

...
A(αn)

 = σ(A)


α1

...
αn


证明：

(i) σ 是线性同构。

(ii) 判断对于任意 A,B ∈ Homk(V, V )，是否满足 σ(AB) = σ(A)σ(B)，给出证明或

反例。

题 10.5. 考虑线性空间 V，满足 V = {A ∈M2×2(K) | tr(A) = 0}，存在矩阵

P =

[
0 1

1 0

]

定义线性映射：

ΦP = P−1AP

• 求证：{E11 − E22, E12, E21} 是一组基；

• 求出线性变换在这组基下的矩阵；

• 求出线性变换的特征向量与特征值；

• 类似定义 ΦU = U−1AU，可逆矩阵 U 有两个特征值 2, 4，求出线性变换的特征值。

题 10.6. A 为 n 阶方阵



λ 1 0 · · · 0

0 λ 1 · · · 0
...

...
... . . . ...

0 0 0 · · · 1

0 0 0 · · · λ


而 V 是所有与 A 可交换的 n 阶实方阵全体，即 V = {B | BA = AB,B 为n 阶实方阵}。
证明：

（1）V 是线性空间；
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（2）V 的维数 dimV = n。

题 10.7. 设三维线性空间 V 内一个线性变换 A 在基 ε1, ε2, ε3 下的矩阵为

A =


a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33


(1) 求 A 在基 ε3, ε2, ε1 下的矩阵；

(2) 求 A 在基 ε1, kε2, ε3 下的矩阵（k 6= 0）；

(3) 求 A 在基 ε1 + ε2, ε2, ε3 下的矩阵。

题 10.8. 设 A,B 是数域 K 上的 m×n矩阵，且 r(A) = r(B)。设齐次线性方程组 AX = 0

和 BX = 0 的解空间分别是 U, V。证明存在 K 上可逆 n 阶方阵 T，使得 f(Y ) = TY

（Y ∈ U）是 U 到 V 的同构映射。

题 10.9. 在 n 维线性空间中，设有线性变换 A 与向量 ξ，使 An−1ξ 6= 0，但 Anξ = 0。求

证：A 在某一组基下的矩阵是



0 1 0 · · · 0

0 0 1 · · · 0
...

...
... . . . ...

0 0 0 · · · 1

0 0 0 · · · 0


题 10.10. 设 S(A) = {B ∈ Pn×n | A ∈ Pn×n 且AB = O}。

(1) 证明：S(A) 是 Pn×n 的子空间；

(2) 设 rank A = r，求 S(A) 的一个基和维数。

题 10.11. W 为实 n维向量空间 Rn的子空间，且W 中的每个非零向量α = (a1, a2, · · · , an)
的零分量的个数不超过 r。证明：dimW ≤ r + 1。

题 10.12. 设 W1,W2, · · · ,Ws 是数域 F 上 n 维线性空间 V 的子空间且 Wi 6= V, i =

1, 2, · · · , s。证明：

（1）每个 Wi 都是 V 的若干个 n− 1 维子空间的交；

（2）W1 ∪W2 ∪ · · · ∪Ws 6= V。

（3）存在 V 的一个基 ε1, ε2, · · · , εn，使得 {ε1, ε2, · · · , εn}∩ (W1 ∪W2 ∪ · · · ∪Ws) = ∅。

题 10.13. 设 V1, V2 分别是齐次线性方程组 x1 + x2 + · · ·+ xn = 0 与 x1 = x2 = · · · = xn

的解空间。证明 n 维实向量空间 Rn 是 V1, V2 的直和。
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题 10.14. 令 F [x]n 表示数域 F 上所有次数 < n 的多项式及零多项式作成的线性空间，

a1, a2, · · · , an ∈ F 两两互异。令

fi(x) =
n∏

j=1,j ̸=i

(x− aj), i = 1, 2, · · · , n.

证明：f1(x), f2(x), · · · , fn(x) 是 F [x]n 的一个基。

10.3 习题答案

题 10.1. 证明：首先证明变换的封闭性，即对于任意对称矩阵 X，变换后的矩阵 AX 仍

然是对称矩阵。

(AX)′ = (T ′XT )′ = T ′X ′(T ′)′ = T ′XT = AX

所以 AX 仍然是对称矩阵，即 AX ∈ V。其次证明变换的线性性，即对于任意 X,Y ∈
V, k ∈ K，有

A(kX + Y ) = T ′(kX + Y )T = kT ′XT + T ′Y T = kAX +AY

所以 A 是 V 上的线性变换。 □

题 10.2. 证明： (1) 对于任意 α ∈ V，由于 V = M ⊕N，所以存在唯一的 µ ∈M,ν ∈ N，

使得 α = µ+ ν。根据投影变换的定义，P (α) = µ。再次对 µ 进行分解，由于 µ ∈M，所

以 µ = µ + 0，其中 µ ∈ M, 0 ∈ N。所以 P (µ) = µ。于是 P 2(α) = P (P (α)) = P (µ) =

µ = P (α)。由 α 的任意性可知 P 2 = P。

(2) 若 M 6= V，则 N 6= {0}。取非零向量 ν ∈ N，则 ν = 0+ ν，其中 0 ∈M,ν ∈ N。

所以 P (ν) = 0。由于存在非零向量映射为零向量，所以 P 不可逆。

(3) 对于任意 α = µ+ ν，其中 µ ∈M,ν ∈ N。P1(α) = ν。P (P1(α)) = P (ν) = 0（因

为 ν ∈ N）。所以 PP1 = 0。同理，P (α) = µ。P1(P (α)) = P1(µ) = 0（因为 µ ∈M）。所

以 P1P = 0。 □

题 10.3. 设 V = M2(k)，定义映射 T : V → V 为 T (A) = A⊤。

(i). 证明矩阵转置是线性变换

根据线性变换的定义，我们需要验证映射 T 对于加法和数乘运算封闭。设 A,B ∈
M2(k) 为任意矩阵，λ ∈ k 为任意常数。

加法性：根据矩阵转置的性质 (A+B)⊤ = A⊤ +B⊤，有：

T (A+B) = (A+B)⊤ = A⊤ +B⊤ = T (A) + T (B)

齐次性（数乘）：根据矩阵转置的性质 (λA)⊤ = λA⊤，有：

T (λA) = (λA)⊤ = λA⊤ = λT (A)
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10 线性空间与线性映射

综上所述，矩阵的转置运算满足线性变换的定义，因此它是 M2(k) 上的线性变换。

(ii). 求转置变换在基本矩阵基下的矩阵

取 M2(k) 的标准基（按行优先顺序排列）：

e1 = E11 =

(
1 0

0 0

)
, e2 = E12 =

(
0 1

0 0

)

e3 = E21 =

(
0 0

1 0

)
, e4 = E22 =

(
0 0

0 1

)

将线性变换 T 依次作用于基向量：

1. T (E11) = E⊤
11 =

(
1 0

0 0

)
= 1 · E11 + 0 · E12 + 0 · E21 + 0 · E22

2. T (E12) = E⊤
12 =

(
0 0

1 0

)
= E21 = 0 · E11 + 0 · E12 + 1 · E21 + 0 · E22

3. T (E21) = E⊤
21 =

(
0 1

0 0

)
= E12 = 0 · E11 + 1 · E12 + 0 · E21 + 0 · E22

4. T (E22) = E⊤
22 =

(
0 0

0 1

)
= E22 = 0 · E11 + 0 · E12 + 0 · E21 + 1 · E22

将变换后的基向量坐标按列排列，即得到该变换在基 {E11, E12, E21, E22}下的矩阵表
示 M：

M =


1 0 0 0

0 0 1 0

0 1 0 0

0 0 0 1


□

题 10.4. (i) 证明：σ 是线性同构

要证明 σ 是线性同构，需要验证 σ 是线性映射，且它是双射（单射且满射）。

1. 线性性

设 A,B ∈ Homk(V, V )，λ ∈ k。根据 σ 的定义，记 σ(A) = (aij)，σ(B) = (bij)，这

表示：

A(αi) =

n∑
j=1

aijαj , B(αi) =

n∑
j=1

bijαj
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考察线性变换 λA+B 作用在基向量 αi 上：

(λA+B)(αi) = λA(αi) +B(αi)

= λ

n∑
j=1

aijαj +

n∑
j=1

bijαj

=

n∑
j=1

(λaij + bij)αj

这表明对应于 λA+B 的矩阵正是 λσ(A) + σ(B)。因此：

σ(λA+B) = λσ(A) + σ(B)

即 σ 是线性映射。

2. 同构（双射性）

由于 Homk(V, V )和Mn×n(k)的维数均为 n2，我们只需证明 σ 是单射（即核为 {0}）。
设 σ(A) = O（零矩阵），这意味着对于所有 i = 1, . . . , n：

A(αi) =
n∑

j=1

0 · αj = 0

因为 A 将一组基映射为零向量，根据线性变换由基的像唯一确定，可知 A 是零变换。即

kerσ = {0}，故 σ 是单射。在有限维同维向量空间之间，单射即为同构。

综上，σ 是线性同构。

(ii) 判断与证明

结论：不一定满足。通常 σ(AB) 6= σ(A)σ(B)。事实上，σ 满足的是 ** 反同态 ** 关
系，即 σ(AB) = σ(B)σ(A)。

证明/推导：

设 M = σ(A)，N = σ(B)。根据定义，这意味着：

A(αk) =

n∑
j=1

Mkjαj , B(αi) =

n∑
k=1

Nikαk

现在计算乘积变换 AB 作用在 αi 上：

(AB)(αi) = A(B(αi))

= A

(
n∑

k=1

Nikαk

)

=
n∑

k=1

NikA(αk) (由A 的线性性)

=
n∑

k=1

Nik

 n∑
j=1

Mkjαj


=

n∑
j=1

(
n∑

k=1

NikMkj

)
αj

65
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根据定义，σ(AB) 的第 (i, j) 个元素应该是 αj 在 (AB)(αi) 展开式中的系数。由上式可

知，该系数为
∑n

k=1NikMkj。这正是矩阵乘积 NM 的第 (i, j) 个元素。因此，我们得到：

σ(AB) = NM = σ(B)σ(A)

由于矩阵乘法一般不满足交换律，故 σ(AB) = σ(A)σ(B) 一般不成立。

反例：

取 n = 2，基为 α1, α2。定义线性变换 A 和 B 使得：* A(α1) = α2, A(α2) = 0 *
B(α1) = 0, B(α2) = α1

此时对应的矩阵为：

σ(A) =

(
0 1

0 0

)
, σ(B) =

(
0 0

1 0

)

计算 σ(A)σ(B)：

σ(A)σ(B) =

(
0 1

0 0

)(
0 0

1 0

)
=

(
1 0

0 0

)
另一方面，计算合成变换 AB：

(AB)(α1) = A(B(α1)) = A(0) = 0

(AB)(α2) = A(B(α2)) = A(α1) = α2

对应的矩阵为：

σ(AB) =

(
0 0

0 1

)
显见 σ(AB) 6= σ(A)σ(B)。 □

题 10.5. 1. 证明是一组基

• 验证属于 V：V 中元素迹为 0。

tr(E11 − E22) = 1− 1 = 0, tr(E12) = 0, tr(E21) = 0.

• 线性无关性：若
k1(E11 − E22) + k2E12 + k3E21 = 0,

则 [
k1 k2

k3 −k1

]
= 0

，故 k1 = k2 = k3 = 0，三向量线性无关。

• 维数匹配：M2×2 维数为 4，迹为 0 的条件为一线性方程，因而 dimV = 3。由前两项

得出此三个线性无关向量构成 V 的基。
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2. 求线性变换在这组基下的矩阵

记基向量为 v1 = E11−E22, v2 = E12, v3 = E21。给定的 P =

[
0 1

1 0

]
，注意到 P 2 = I，

故 P−1 = P。线性变换 ΦP (A) = PAP。我们分别计算基向量的像：

• 计算 ΦP (v1)：

Pv1P =

[
0 1

1 0

][
1 0

0 −1

][
0 1

1 0

]
=

[
0 −1
1 0

][
0 1

1 0

]
=

[
−1 0

0 1

]

结果为 −(E11 − E22) = −v1。坐标为 (−1, 0, 0)⊤。

• 计算 ΦP (v2)：

Pv2P =

[
0 1

1 0

][
0 1

0 0

][
0 1

1 0

]
=

[
0 0

0 1

][
0 1

1 0

]
=

[
0 0

1 0

]

结果为 E21 = v3。坐标为 (0, 0, 1)⊤。

• 计算 ΦP (v3)：同理计算可得：

Pv3P =

[
0 1

0 0

]
= E12 = v2

坐标为 (0, 1, 0)⊤。

综上，该线性变换在这组基下的矩阵 M 为：

M =


−1 0 0

0 0 1

0 1 0


3. 求线性变换的特征向量与特征值

我们需要求解矩阵 M 的特征值与特征向量。

特征多项式：

|λI −M | = det


λ+ 1 0 0

0 λ −1
0 −1 λ

 = (λ+ 1)(λ2 − 1) = (λ+ 1)2(λ− 1)

故特征值为 λ1 = −1（代数重数 2）和 λ2 = 1。

特征向量：

1. 对于 λ = −1：解方程 (M + I)x = 0：
0 0 0

0 1 1

0 1 1



c1

c2

c3

 = 0 =⇒ c2 + c3 = 0
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基础解系可选 (1, 0, 0)⊤ 和 (0, 1,−1)⊤。

还原为矩阵空间 V 中的向量：

A1 = 1 · v1 =

[
1 0

0 −1

]

A2 = 1 · v2 − 1 · v3 = E12 − E21 =

[
0 1

−1 0

]
2. 对于 λ = 1：解方程 (M − I)x = 0：

−2 0 0

0 −1 1

0 1 −1



c1

c2

c3

 = 0 =⇒ c1 = 0, c2 = c3

基础解系为 (0, 1, 1)⊤。

还原为矩阵空间 V 中的向量：A3 = v2 + v3 = E12 + E21 =

[
0 1

1 0

]
= P

特征值 −1，对应特征子空间基为

[
1 0

0 −1

]
,

[
0 1

−1 0

]
。

特征值 1，对应特征向量为

[
0 1

1 0

]
。

4. 求 ΦU 的特征值

设 U 的特征值为 µ1 = 2, µ2 = 4。**

线性变换 ΦU : V → V 定义为 ΦU (A) = U−1AU。这是一个相似变换。根据线性代数

理论，若 U 可对角化，设其特征向量基为 {u1, u2}，且 Uui = µiui。对于全矩阵空间M2×2，

变换 A 7→ U−1AU 的特征值由 µj

µi
给出 (i, j ∈ {1, 2})。所有可能的特征值为：i = j = 1:

2
2 = 1

i = j = 2: 4
4 = 1

i = 1, j = 2: 4
2 = 2

i = 2, j = 1: 2
4 = 1

2

在迹为 0 的子空间 V 上：子空间 V 是全空间的一个不变子空间。我们需要确定哪些

特征值属于 V。1. 对应特征值 1 的部分来自于对角部分（在 U 的特征基下）。对角矩阵

空间中，迹为 0 的子空间是一维的（由 E′
11 − E′

22 生成），其对应的特征值仍为 1。2. 对
应特征值 2 和 1/2 的特征向量分别是 E′

12 和 E′
21（在 U 的特征基下），它们的迹本身就是

0，因此这两个特征向量完全落在 V 中。

结论：线性变换 ΦU 在 V 上的特征值为：

1, 2,
1

2

□

题 10.6. 证明：
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10 线性空间与线性映射

(1) 设 V 为与 A 可交换的实方阵全体。显然 V ⊆ Mn(R)。若 B1, B2 ∈ V，即

B1A = AB1，B2A = AB2。对于任意 k ∈ R，

(kB1 +B2)A = kB1A+B2A = kAB1 +AB2 = A(kB1 +B2)

故 V 对加法和数乘封闭，是线性空间。

(2) 矩阵 A 是一个 Jordan 块 Jn(λ)，可以写成 A = λI + N，其中 N 是上对角线

为 1 的移位矩阵。条件 BA = AB 等价于 B(λI +N) = (λI +N)B，即 BN = NB。设

B = (bij)，比较 BN 与 NB 的元素：

• BN 的第 (i, j) 元是 B 的第 i 行与 N 的第 j 列的乘积，即 bi,j−1（规定 bi,0 = 0）。

• NB 的第 (i, j) 元是 N 的第 i 行与 B 的第 j 列的乘积，即 bi+1,j（规定 bn+1,j = 0）。

由 bi,j−1 = bi+1,j 可知：

• 矩阵 B 的对角线元素相等；

• 平行于对角线的元素相等；

• 下三角部分必须为 0（因为 N 是幂零矩阵，交换矩阵必须是上三角形式的 Toeplitz 矩
阵）。

具体形式为：

B =



a0 a1 a2 · · · an−1

0 a0 a1 · · · an−2

0 0 a0 · · · an−3

...
...

... . . . ...
0 0 0 · · · a0


该矩阵由 a0, a1, . . . , an−1 这 n 个自由参数唯一确定，因此 dimV = n。 □

题 10.7. 解：设旧基为 ε = (ε1, ε2, ε3)，新基为 ε′。若 ε′ = εC，则在新基下的矩阵为

B = C−1AC。

(1) 新基 ε′ = (ε3, ε2, ε1)。过渡矩阵 C =


0 0 1

0 1 0

1 0 0

，且 C−1 = C。计算 C−1AC 相

当于将 A 的行序倒置且列序倒置（中心对称）：

B =


a33 a32 a31

a23 a22 a21

a13 a12 a11


(2) 新基 ε′ = (ε1, kε2, ε3)。过渡矩阵 C = diag(1, k, 1)，C−1 = diag(1, k−1, 1)。

B =


1 0 0

0 k−1 0

0 0 1



a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33



1 0 0

0 k 0

0 0 1

 =


a11 ka12 a13

k−1a21 a22 k−1a23

a31 ka32 a33


69



10 线性空间与线性映射

(3) 新基 ε′ = (ε1 + ε2, ε2, ε3)。过渡矩阵 C =


1 0 0

1 1 0

0 0 1

，C−1 =


1 0 0

−1 1 0

0 0 1

。计算
B = C−1AC：

B =


a11 + a12 a12 a13

(a21 + a22)− (a11 + a12) a22 − a12 a23 − a13

a31 + a32 a32 a33


□

题 10.8. 证明：设 A,B 的秩均为 r。齐次方程组 AX = 0 的解空间 U 的维数为 dimU =

n− r(A) = n− r。同理，dimV = n− r(B) = n− r。由于 U 和 V 是 Kn 中维数相同的

子空间，故它们同构。我们需要构造一个全空间的自同构 T ∈ GLn(K) 将 U 映射到 V。

取 U 的一组基 α1, . . . , αn−r，并将其扩充为Kn的一组基 α1, . . . , αn−r, αn−r+1, . . . , αn。

取 V 的一组基 β1, . . . , βn−r，并将其扩充为 Kn 的一组基 β1, . . . , βn−r, βn−r+1, . . . , βn。

定义线性变换 T : Kn → Kn 使得 T (αi) = βi 对所有 i = 1, . . . , n 成立。由于 T 将一

组基映射为另一组基，故 T 是可逆变换（即 T 对应的矩阵是可逆方阵）。对于任意 Y ∈ U，

Y 可表示为
∑n−r

i=1 kiαi，则

T (Y ) =

n−r∑
i=1

kiT (αi) =

n−r∑
i=1

kiβi ∈ V

且由于 T 在 {α1, . . . , αn−r} 上是到 {β1, . . . , βn−r} 的双射，故 f(Y ) = TY 是 U 到 V 的

同构映射。 □

题 10.9. 证明：由 An−1ξ 6= 0 但 Anξ = 0 知，向量组 ξ, Aξ,A2ξ, . . . , An−1ξ 线性无关。因

为若存在线性组合为 0，用 A 的方幂作用可推出系数全为 0。由于空间维数为 n，这 n 个

向量构成一组基。

为了得到题目要求的矩阵形式（上对角线为 1，其余为 0），我们需要选取恰当的基向
量顺序。令基向量为：

ε1 = An−1ξ, ε2 = An−2ξ, . . . , εn = ξ

考察线性变换 A 在这组基下的作用：

A(ε1) = A(An−1ξ) = Anξ = 0

A(ε2) = A(An−2ξ) = An−1ξ = ε1

A(ε3) = A(An−3ξ) = An−2ξ = ε2

...

A(εn) = A(ξ) = εn−1
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将象向量用基向量表示，对应的坐标向量构成了矩阵的列。例如，A(ε2) = 1 ·ε1+0 ·ε2+ . . .，

故第 2 列为 (1, 0, . . . , 0)T。由此得 A 在基 ε1, . . . , εn 下的矩阵为：

0 1 0 · · · 0

0 0 1 · · · 0
...

...
... . . . ...

0 0 0 · · · 1

0 0 0 · · · 0


□

题 10.10. 证明与求解：

(1) 设 B1, B2 ∈ S(A)，k ∈ P。

A(kB1 +B2) = kAB1 +AB2 = kO +O = O

故 kB1 +B2 ∈ S(A)，S(A) 是子空间。

(2) 把 B 按列分块为 B = (β1, β2, . . . , βn)。AB = O 等价于 Aβi = 0 对所有 i =

1, . . . , n 成立。这意味着 B 的每一列都必须属于齐次方程组 AX = 0 的解空间 N(A)。已

知 rankA = r，则解空间 N(A) 的维数为 d = n − r。设 η1, . . . , ηd 为 N(A) 的一组基础

解系。

S(A) 中的任意矩阵 B 的每一列 βj 都可以唯一表示为 ηk 的线性组合。因此 S(A) 的

维数为 n× d = n(n− r)。

一组基的构造如下：令 Eij 表示 N(A) 中第 i 个基向量 ηi 放置在 n 阶矩阵的第 j

列，其余列为 0 的矩阵。即 Eij = [0, . . . , ηi, . . . , 0]（ηi 在第 j 列）。其中 i = 1, . . . , n− r，

j = 1, . . . , n。这 n(n− r) 个矩阵构成了 S(A) 的一组基。 □

题 10.11. 证明：假设 dimW ≥ r + 2。取 W 的一个 r + 2 维子空间 W ′。考虑从 W ′ 到

Rr+1 的线性映射 ϕ，定义为将向量 α 映射为其前 r + 1 个分量组成的向量。即 ϕ(α) =

(a1, a2, . . . , ar+1)。

根据维数公式，dimkerϕ + dim Imϕ = dimW ′ = r + 2。由于 Imϕ ⊆ Rr+1，故

dim Imϕ ≤ r + 1。这意味着 dimkerϕ ≥ (r + 2)− (r + 1) = 1。

因此，kerϕ 中存在非零向量 β。对于 β ∈ kerϕ，其前 r + 1 个分量均为 0。这说明
非零向量 β 至少有 r + 1 个零分量。但这与题目条件“W 中每个非零向量的零分量个数

不超过 r”相矛盾。

故假设不成立，dimW ≤ r + 1。 □

题 10.12. 证明：

(1) Wi 6= V 说明 dimWi = di < n。任何 di 维子空间都可以看作是 n− di 个线性无

关的齐次线性方程的解空间。每一个方程确定一个 n− 1 维子空间（超平面）。因此 Wi 是

这 n− di 个 n− 1 维子空间的交。
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(2) 题目隐含 F 为无限域（如数域）。假设 V =
⋃s

i=1Wi。由于 Wi 是真子空间，对于

每个 i，存在 αi ∈ V \Wi。考虑 α ∈ V \W1 和 β ∈W1。考虑集合 L = {β+ tα | t ∈ F}。这
是一个包含无穷多向量的直线。对于任意 t 6= 0，β+ tα /∈W1（否则 tα ∈W1 =⇒ α ∈W1

矛盾）。由于 L ⊂ V =
⋃

Wi，且 L ∩W1 = {β}。这意味着 L \ {β} ⊂
⋃s

i=2Wi。因为 F

是无限域，L 有无穷多个元素。而 s 是有限的。通过归纳法或几何论证可知，有限个真子

空间的并集不能覆盖无限域上的线性空间。故
⋃s

i=1Wi 6= V。

(3) 使用归纳法构造基。由 (2) 知 V \
⋃
Wi 6= ∅，取 ε1 为其中一个向量。假设已取出

ε1, . . . , εk 线性无关，且它们的线性组合（span）与
⋃
Wi 的关系满足特定条件（此处只需

保证基向量不在并集中即可，但为满足题意，我们需要整个集合与并集不交是很难的，题

目应当是要求“存在一组基，其中每个向量都不属于该并集”）。

更正理解：题目应指 {ε1, . . . , εn} ∩ (∪Wi) = ∅，即每个基向量都不在任何 Wi 中。

第 1 步：由于 ∪Wi 6= V，存在 ε1 /∈ ∪Wi。第 k 步：假设已找到 ε1, . . . , εk−1 线性无

关且均不在 ∪Wi 中。令 U = span(ε1, . . . , εk−1)。我们需要找 εk ∈ V，使得 εk /∈ U 且

εk /∈ ∪Wi。考虑子空间族 {U,W1, . . . ,Ws}。由于均为真子空间（假设 k ≤ n），其并集不

等于 V。故存在 εk ∈ V \ (U ∪W1 ∪ · · · ∪Ws)。如此进行 n 步，得到基 ε1, . . . , εn，满足

每个 εj /∈ ∪Wi。 □

题 10.13. 证明： (1) 确定 V1 的维数。方程 x1 + · · ·+ xn = 0 是一个非零线性方程，其解

空间维数为 n− 1。

(2) 确定 V2 的维数。方程 x1 = x2 = · · · = xn 的解向量形式为 (c, c, . . . , c)T =

c(1, 1, . . . , 1)T。故 V2 由向量 η = (1, 1, . . . , 1)T 生成，维数为 1。

(3) 证明直和。维数和公式：dimV1 + dimV2 = (n − 1) + 1 = n = dimRn。只需证

明 V1 ∩ V2 = {0}。设 x ∈ V1 ∩ V2。因 x ∈ V2，故 x = (c, c, . . . , c)T。因 x ∈ V1，故∑n
i=1 xi = nc = 0。由于是在实数域上且通常 n ≥ 1，故 c = 0，即 x = 0。

综上，Rn = V1 ⊕ V2。 □

题 10.14. 证明：F [x]n 的维数为 n（基为 1, x, . . . , xn−1）。给出的多项式组 f1(x), . . . , fn(x)

共有 n 个，因此只需证明它们线性无关。

考察 fi(x) 在点 ak 处的值：若 k 6= i，fi(x) 包含因子 (x − ak)，故 fi(ak) = 0。若

k = i，fi(ai) =
∏

j ̸=i(ai − aj)。由于 aj 两两互异，故 fi(ai) 6= 0。

设有线性组合
∑n

i=1 cifi(x) = 0（零多项式）。对于任意 k ∈ {1, . . . , n}，将 x = ak 代

入等式：
n∑

i=1

cifi(ak) = ckfk(ak) = 0

因为 fk(ak) 6= 0，所以必须有 ck = 0。

这对所有 k 成立，即 c1 = c2 = · · · = cn = 0。故 f1(x), . . . , fn(x) 线性无关，构成

F [x]n 的一组基。（注：这正是 Lagrange 插值基多项式）。 □
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A 解决证明题的若干准备

本节旨在为解决线性代数证明题提供一些基础的工具和策略。

1. 充分、必要条件：理解充分条件和必要条件对于证明题至关重要。对于一个最简单的
命题“如果 A，则 B”，或者写作

A⇒ B

我们常说“A 是 B 的充分条件”，同时也说“B 是 A 的必要条件”。一般情况下，
A⇒ B 和 B ⇒ A 直接没有必然的推出关系。当题为“已知 A，证明 B”时，我们需
要明确，需要证明的是 A⇒ B，而不是 B ⇒ A。

• 充分必要条件：除了单向的简单证明题，题目中也常常出现双向证明题，比如“在
A 成立的条件下，证明 B 等价于 C ”，这时我们需要证明的命题有两个，分别是：

A,B ⇒ C 和 A,C ⇒ B

这时，我们通常称 B 是 C 的充分必要条件，类似于“B 等价于 C”的表述还

有，“B 当且仅当 C”、“B 的充分必要条件是 C”等。

2. 全称量词与存在量词：在线性代数中，全称量词（对所有 ∀）和存在量词（存在 ∃）是
描述数学命题的重要工具。对于全称量词，需要证明对于集合中的每一个元素都满足

某个性质。对于存在量词，只需要找到集合中至少一个元素满足该性质即可。

• 在使用量词时，要注意量词的顺序，例如 ∀x∃yP (x, y) 和 ∃y∀xP (x, y) 代表的含

义是不同的。

• 在实际证明的过程中，全称命题 ∀x ∈M,P (x) 的证明通常需要任意指定 M 中的

一个元素 x0，然后证明 P (x0) 成立；而存在命题 ∃x ∈M,P (x) 的证明则通常需

要构造一个具体的元素 x0，并证明 P (x0) 成立。

3. 反证法：反证法是一种间接证明方法，其基本思想是假设结论不成立，然后推导出与
已知条件或已证明的定理相矛盾的结果，从而证明原结论成立。也就是说，在证明

“若 A，则 B”时，我们假设 B 不成立，即假设 ¬B，然后在 A 和 ¬B 的基础上进
行推理，最终导出矛盾，从而证明 B 必须成立。

• 在使用反证法时，首先要明确要证明的命题的反面是什么。对于较为简单的命题，
这件事情并不困难，但对于包含多个条件或量词的复杂命题，确定反面可能需要

仔细分析。我们有对偶法则，

¬(∀x ∈M,P (x))⇐⇒ ∃x ∈M,¬P (x)

¬(∃x ∈M,P (x))⇐⇒ ∀x ∈M,¬P (x)

通过这个办法，我们可以一步步拆建复杂命题为更简单的命题，从而确定其反面。

• 反证法的关键在于推导出矛盾。矛盾一般来说包含两种情况：第一种是和已知条
件直接矛盾，例如已知 A 成立，但通过假设 ¬B 推导出 ¬A，这个比较简单；第

73



A 解决证明题的若干准备

二种是和已证明的定理矛盾，例如通过假设 ¬B 推导出一个与某个已知定理相违
背的结论，这种情况需要我们对相关定理有一定的认识。

• 反证法的思想是“证难则反“

4. 数学归纳法：数学归纳法常见于包含未知自然数参数 n的命题证明中。其基本思想是

通过两个步骤来证明对于所有自然数 n，命题 P (n) 都成立：

• 基础步骤：证明命题 P (1)（或其他起始值）成立。

• 归纳步骤：假设对于某个自然数 k，命题 P (k) 成立（归纳假设），然后证明命题

P (k + 1) 也成立。

通过这两个步骤，我们可以得出结论：对于所有自然数 n，命题 P (n) 都成立。

5. 证明题的分析法

• 概念的翻译：在刚开始接触证明题时，先学会翻译题中的概念，翻译分为两种，第
一种是直接将其转化为定义，第二种是考虑其等价命题。

• 翻译结论而非条件：在解决证明题时，翻译结论比翻译条件往往更有利于命题的
证明。例如，如果一个问题要求证明“如果 A，则 B”，我们可以尝试将 B 根据

概念的定义或者性质翻译成一系列更具体的命题 C1, C2, · · · , Cn，然后写成“要证

B，只需证明 C1, C2, . . . , Cn 成立”，这样可以使证明过程更加清晰和具体。之所

以不翻译条件 A ，因为条件中蕴含的信息往往比结论更多，在挑选和使用时工作

量会更大，相比之下，执果索因会更容易。当然，当结论不好处理时，两头都翻

译也是可行的。
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B 常考概念关系梳理

在复习线性代数时，理清各概念之间的逻辑关系至关重要。本附录梳理了矩阵、线性

方程组、向量组及特征值等核心板块的常见等价命题与性质联系，供同学们查漏补缺。

B.1 矩阵可逆的一系列等价条件

设 A 为 n 阶方阵，则以下命题等价：

1. |A| 6= 0 （非奇异）；

2. rank(A) = n （满秩）；

3. A 的行（列）向量组线性无关；

4. A 可以表示为有限个初等矩阵的乘积。

5. 齐次线性方程组 Ax = 0 只有零解或非齐次线性方程组 Ax = b 对任意 b 有唯一解；

6. A 的特征值全不为 0；

7. A 相抵于单位矩阵 In；

B.2 线性方程组解的判定

对于 Ax = b，其中 A 为 m× n 矩阵：

• 无解 ⇐⇒ rank(A) 6= rank(A, b) （实际上即 rank(A) + 1 = rank(A, b)）。

• 有解 ⇐⇒ rank(A) = rank(A, b)。

– 唯一解 ⇐⇒ rank(A) = rank(A, b) = n。

– 无穷多解 ⇐⇒ rank(A) = rank(A, b) < n。此时解空间的维数为 n− rank(A)。

B.3 矩阵可对角化的判定

设 A为 n阶方阵，如果 A可相似于对角矩阵 D，即存在可逆矩阵 P 使得 P−1AP =

D，则称 A 可对角化。

• A 可对角化 ⇐⇒ A 的特征子空间维数之和为 n

1. A 可对角化 ⇐⇒ A 的特征子空间维数之和为 n

2. A 可对角化 ⇐⇒ 对每个特征值 λ，其代数重数等于几何重数

3. A 可对角化 ⇐⇒ 存在 n 个线性无关的特征向量

4. 若 A 有 k 个互异特征值 λ1, λ2, . . . , λk，则 A 可对角化 ⇐⇒
∑k

i=1 dimVλi
= n

（反之显然不成立）

• 实对称矩阵可以对角化证明包括以下内容：

1. 定理 1：实对称矩阵的特征多项式在复数域下的根都是实根
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2. 定理 2：实对称矩阵属于不同特征值的特征向量是正交的

3. 证明步骤：运用归纳法。n = 1 时显然成立。假设 n− 1 阶实对称矩阵可正交对角

化，则 n 阶实对称阵 A：

(1) 构造基：取 A 的特征值 λ1 及单位特征向量 η1，将其扩充为 Rn 的标准正交

基，构造正交阵 T1 = (η1, η2, . . . , ηn)。

(2) 初步相似：计算得 T−1
1 AT1 =

[
λ1 α

0 B

]
。

(3) 利用对称性：因 A 对称且 T1 正交，故 T−1
1 AT1 必为对称矩阵。因此 α = 0，

且 B 为 n− 1 阶实对称矩阵。

(4) 归纳降阶：由归纳假设，存在 n− 1 阶正交阵 T2 使得 T−1
2 BT2 为对角阵。

(5) 结论：令 T = T1

[
1 0

0 T2

]
，则 T 为正交阵且 T−1AT 为对角阵。

B.4 子式相关的概念

• 行列式展开：

1. 按行（列）展开定理：行列式的值等于其任意一行（或列）的各元素与其对应的
代数余子式乘积之和。

|A| =
n∑

k=1

aikAik (按第i 行展开)

其中 Aij = (−1)i+jMij 为代数余子式，Mij 为划去第 i 行第 j 列后的 n− 1 阶余

子式。

2. 拉普拉斯（Laplace）展开：在 n 阶行列式中任意取定 k 行（1 ≤ k < n），则行列

式等于这 k 行中所有 k 阶子式与其代数余子式的乘积之和。

• 伴随矩阵：由矩阵 A 的各元素的代数余子式 Aij 构成的矩阵的转置，记为 A∗。

A∗ = (Aij)
⊤ =


A11 A21 · · · An1

A12 A22 · · · An2

...
... . . . ...

A1n A2n · · · Ann


关键性质：

AA∗ = A∗A = |A|I

• 矩阵的秩：矩阵中非零子式的最高阶数。即：若矩阵 A 中存在一个 r 阶子式不为 0，

且所有 r + 1 阶子式（如果存在）全为 0，则 rank(A) = r。

• 顺序主子式/正定矩阵：

– 顺序主子式：取矩阵左上角的前 k 行和前 k 列构成的子式，记为 Dk。
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– 正定性判定（Sylvester 准则）：对于 n 阶实对称矩阵 A，

A正定（半正定） ⇐⇒ 所有顺序主子式Dk > (≥)0 (k = 1, 2, . . . , n)

A 负定 (半负定) ⇐⇒ 奇数阶顺序主子式 < (≤)0 且偶数阶顺序主子式 > (≥)0
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